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1 Mik�a ihmeen impulssivaste?

Konvoluution ymm�art�amisen edellytyksen�a on, ett�a ymm�art�a�a impulssivas-

teen k�asitteen.
Impulssivaste h(t) syntyy, kun j�arjestelm�a�an H sy�otet�a�an impulssi. Im-

Kuva 1: J�arjestelm�an H impulssivaste h(t) [sy�ote Æ(t)]

pulssifunktion m�a�aritelm�a�an perustuen ideaalisen impulssin aikaintegraali
(pinta-ala) on 1. Itse impulssifunktio sijaitsee aika-akselilla kohdassa, jossa
impulssifunktion parametri saa arvon 0:

Æ(t� t0)) t� t0 = 0 ! t = t0; jne...

Impulssifunktion Fourier-muunnos
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kertoo, ett�a impulssifunktion spektri on vakio 1 kaikilla taajuuksilla. T�ast�a
syyst�a impulssivastetta k�aytet�a�an j�arjestelmien analysoimiseen: Kun j�arjes-
telm�a�an sy�otet�a�an impulssi, antaa j�arjestelm�a ulostuloon vasteen, joka ker-
too miten j�arjestelm�a reagoi kaikkiin mahdollisiin eri taajuuksiin. Edelleen,
j�arjestelmille voidaan my�os mitata impulssivaste.

2 Mit�a on konvoluutio?

Konvoluution selitt�aminen kannattaa aloittaa jatkuva-aikaisen sijaan hie-

man diskretoituna. Diskretoituna siksi, ett�a diskreettien selke�asti erillisten
tapahtumien hahmottaminen on alkuun helpompaa, kuin jatkuva-aikaisten.

M�a�aritell�a�an ensin oma j�arjestelm�a H, jonka aika-alueen impulssivas-

te ohessa (kuva 2). Tied�amme, ett�a kun j�arjestelm�a�an sy�otet�a�an impulssi,
saadaan ulostuloon juuri m�a�aritelty impulssivaste.

Ent�a mit�a k�ay, kun sy�ot�amme hetken t0 kuluttua j�arjestelm�a�an toisen,
viiv�astetyn impulssin Æ(t�t0)? J�arjestelm�a antaa tietenkin vasteen my�os t�alle
viiv�astyneelle impulssille, mainitun hetken t0 kuluttua. T�ast�a seuraa, ett�a
aika-alueessa kahden per�akk�aisen impulssin vasteet superponoituvat, kuten
(kuva 3).
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Kuva 2: Oman j�arjestelm�an H impulssivaste

Kuva 3: Oman j�arjestelm�an H vaste kahdelle per�akk�aiselle impulssille

2.1 Konvoluutiosumma

Kun j�arjestelm�a�an halutaan sy�ott�a�a jokin pitempi diskreetti signaali, esi-
merkiksi (ohessa my�os graa�sesti, kuva 4).

x(t) = Æ(t) + Æ(t� 1) +
3

4
Æ(t� 2) +

3

2
Æ(t � 3) +

3

4
Æ(t� 4)

+ 2Æ(t � 5) + 3Æ(t � 6) + 3Æ(t � 7) + 4Æ(t � 8) + 5Æ(t � 9) + � � �

Tavanomaisessa koordinaatistoesityksess�a toki aika t kasvaa oikealle, po-
sitiivisen aika-akselin suuntaan. Mutta, jos teemme tilanteesta j�alleen j�arjes-
telm�amallin n�aemme, ett�a sis�a�antulevan signaalin voidaan n�ahd�a \l�ahesty-
v�an vasemmalta" (kuva 5).

Kuitenkin ajan suhteen tarkasteltaessa, kun sy�ote ja vaste piirret�a�an
samalle aika-akselille, s�ailyy alkuper�ainen j�arjestys. Kuva 6 n�aytt�a�a sy�otteen
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Kuva 4: J�arjestelm�an esimerkkisy�ote x(t)

Kuva 5: J�arjestelm�an vaste y(t) esimerkkisy�otteelle x(t)

x(t) aikaansaaman vasteen y(t) ajanhetkell�a t. N�ahd�a�an selv�asti, kuinka
yksitt�aisten impulssien vasteet ovat superponoituneet vasteeksi y(t).

Yleinen yht�al�o sy�otteen x(t) kytkeytymisest�a j�arjestelm�a�an H voidaan
kuvata konvoluutiosumman

y(t) = x(t)
 h(t) =

1X
k=�1

x(t� k)h(k)

avulla. T�am�a diskreettiaikainen konvoluutio p�atee tilanteissa, joissa my�os
impulssivaste h(t) on olemassa vain diskreettein�a ajanhetkin�a. Huomataan,
ett�a my�os konvoluutiosumman matemaattinen esitys k�a�ant�a�a kytkeytyv�an

sy�otteen x(t) \takaperin", ja laskee yhteen impulssivasteet yksitellen kulloi-
seenkin hetkeen t { aivan samalla tavalla, kuin mit�a edell�a on kuvattu (kuvat
3 ja 6).

Todellisuudessa konvoluutiosummassa on samantekev�a�a kumpi k�a�anne-
t�a�an, sy�otefunktio vai impulssivaste. Lis�aksi kannattaa huomata, ett�a t�ass�a
diskreetin konvoluution \johto" (eih�an t�ass�a ole esitetty itseasiassa

mit�a�an diskreetiss�a aika-alueessa) on hieman typistettyn�a, sill�a se ei
varsinaisesti kuulu kurssiin.

3 Jatkuva-aikainen konvoluutio

Jatkuva-aikainen konvoluutio on perusperiaatteiltaan aivan samanlainen,
kuin sen diskreetti sisarkin, mutta reagoivien funktioiden luonteesta joh-
tuen konvoluutio lasketaan integraalista.
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Kuva 6: Konvoluution tulos, vaste y(t) esimerkkisy�otteelle x(t), ajassa t

Konvoluutiointegraali aika- ja amplitudijatkuville funktioille:

y(t) = x(t)
 h(t) =

Z
1

�1

x(t� �)h(�)d� ==

Z
1

�1

x(�)h(t � �)d�

Jatkuvan signaalin voidaan siis ajatella muodostuvan ik�a�ankuin �a�arett�o-
m�an tihe�ast�a impulssijonosta, jota on aika-alueessa painotettu signaalin muo-
toisella k�ayr�all�a.
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