Luento 11

« Stokastisen prosessin tehospektri
e Satunnaissignaalin suodatus
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Stationaariset prosessit

e Autokorrelaatio
o (1) = E{x®)X (1)} = E{x(t)X (t, +7)}, 7=t,-t,

jos prosessi on stationaarinen autokorrelaatio ei riipu
ajasta t, vaan ainoastaan tarkasteluajanhetkien vélisté t

8 (1) = E (XX (4 + ) =4 (1) VY]

« Ergodisuus: Tilastolliset ominaisuudet voidaan
maarttad yksittaisesta realisaatiosta. => Aikakeskiarvo
vastaa oletusarvoa.

—n|

IimHm% x(t)dt = E{x(t)} =m,

|

= Ergodisen signaalin keskimé&arainen teho

T

IimT_mTl [ Ix@[" dt = E{x()x" (1)} = 4,,(0)

2
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Stokastisen prosessin tehospektri

= Stationaarisen stokastisen prosessin korrelaatiofunktion
Fourier muunnos

D, (f)= [ (r)e*""dr|  x:n tehospekri

o, (f)= T ¢, (r)e " "dr X:Nn ja y:n ristitehospektri

e Kaanteismuunnos

$(2) = [ @, (F)e"df x:n autokorrelaatio
4 (r) = T‘D (f)e2 " df x:n ja y:n ristikorrelaatio
Xy Xy
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Stokastisen prosessin tehospektri

« Reaaliselle prosessillex(t) eR
— autokorrelaatio on symmetrinen ja reaalinen

¢xx (_T) = ¢xx (T) eR
— tehospektri on symmetrinen, reaalinen ja ei-
negatiivinen

cI)xx(_f) = (Dxx(f) eR”
« Jos kaksi stokastista prosessia x ja y ovat ortogonaaleja

¢xy(f)=0:>®xy(f)=0

— Talloin prosessille z=x+Yy patee

b (7) =8 (7)+ 4, (7)
O, (f)=0,(f)+d,(f)
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EsimerkkKi

e Esimerkki: Valkoisen kohinan aikakeskiarv;

t

_1 1
x(t)_F j z(t)dt ot
1 t
E{x(t)} :?JTE {z(t)}d - ‘ s
t t+r
B (7) = E{x(®)x(t+7)} —Tizj E{z(t)z(t,)dt,dt,
t-T t-T+r
t  t+r
=i2jja S(t, —t, Jddt, Iz
T t-Tt-T+r t T
-I+7 t+7
ol o (T _|T|) |r| <T
=— dt: TZ <
T [E{[*T,[}n{lf-r*”[,i*”[} 0 muuto|n t_T t
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Esimerkki
= Keskiarvoistetun kohinan = Kolmiopulssi aikatasossa
autokorrelaatiofunktio
o (T-|7l) (T It
— <T
-{1 T [ st)=1 A <7
0 |r|>T 0 t|>T
« Fourier muunnos  Fourier muunnos
S(f)=Asinc?(fT)
= Tehospektri = Spektritiheys
2
D, (f) :%sincz(fT) IS(f)|" = A%sinc* (fT)
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* Kolmiopulssi
(T -t

Tt -
j\ sw={A 7 M=T
| R 0 It|>T

T T

« Kolmiopulssin aikaderivaatta

1 1

t+=T t—=T

|‘ sy=Pn| 2 |_Ap|_2

T ’ fr dt T T T T
1<t
(t) = 2
0 |t|>1
2

5.12.2007 7

e Fourier muunnetaan aikaderivaatta

ds(t)_AH{t+;TJ_AH{I_]2"|-J F{AH(%)}=ATSinc(ﬂ')
dt T

T [F{s(t-0)j=e ™S (f)

i2t L

F{%s(t)}: Asinc(ﬂ')em% —Asinc(fT)e 2

=i2Asinc( fT)sin(fT)

e s(t):n Fourier-muunnos saadaan nyt integroimiskeinon

L—

)

avulla {
F

)
pl

s(z,)dz,..dz, ] =

_1
(i2zt)"

S(f)

_ L pldggloi2asine(fT)sin(fT) oo
0= Grn F{dt s(t)}_ 27 f = Asine*(1T)
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Stokastinen raja-arvo

« Stokastinen prosessi on jatkuva lahes kaikilla
realisaatioilla (almost all outcomes), jos

X(t+¢)=x(t)

X(t+) = x(t)} = o\

lim

&0

&0

‘Pr{lim

e Stokastinen prosessi on jatkuva odotusarvon mielessa
(mean sense, m.s.) jos

lim, E{(x(t+g)—x(t))2} =0
talléin myos

lim,_, E{x(t+¢)} = E{x(t)}
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Stokastinen raja-arvo

- Tarkastellaan stationaarista stokastista prosessia jonka
autokorrelaatio funktio on jatkuva

‘Iimﬁo ¢, (t+5) =¢xx(t)\

Prosessi on m.s. jatkuva jos sen autokorrelaatiofunktio
on jatkuva

lim, E{(x(t+g)— x(t))z} -0

E{(x(t+g) - x(t))z} = E{x*(t+e)} - 2E {x(t+ £)x()} + E{x*(1)}

=y (O)_ 2, (‘9) + B (0)
=20, (0)— 20, (8) -0, ¢—>0
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Stokastinen derivaatta

« Derivaatta voidaan maaritellaan m.s. jatkuvalle
prosessille

dx(t)

X(t+ &) —x(t)
&

X'(t) = — = lim =0

&0

« Ristikorrelaatio
Bt = E{X)X(L))} = E{wxa)}

:E{X(H+€)X(tzz—x(a)x(tz) _ P (fﬁgtg) B (L, t) ¢xx(t1 t)
« Ristikorrelaatio

b () = E{x(X'()) = E{x(g)
{x(y)x(t o) —x(t )x(q)} ¢xx(t1t+a) ht)

X(t, +g) X(t, )}

¢xx (t,t,)
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Stokastinen derivaatta

 Autokorrelaatio

¢, (tintz) — E{X(tl+g)_x(t1) Xl(tz)} — E{X(t1+g)x‘(t2)_X(tl)xl(tz)}

&

_buliret) -4 tit) | _
c T'1¢><><(1 2) dt1dt ¢xx(t1 2)

* Stationaarisen prosessin tapauksessa

¢x'x'(r) :¢x'x‘(t!t+t2 - 1) dtidt ¢xx(t t'l) T th _tl

= dtldt ¢xx( 2 tl) = 2 ¢xx(r)
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Stokastinen integraali

* Integraali
t
s =[xt
4

m.s. olemassa, jos

2
i—l
E4|s— Y x(kADAt | +—>0, At—0
k=0

e Oletusarvo

E{s} = [ E{x(®} ot =[ n, 0kt

Lt

e 2. Momentti

Lt

E{s’)= I I E{X(t)X(t,)} dtdt, =[ [ 4, (t, t,)dtdt,

' by
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Stokastisen prosessin tehospektri

= Prosessi — autokorrelaatio - tehospektri
X(t) eR= ¢xx (_T):¢xx (T) <:>CI)><><(_f):q)xx(f)

X(t) B (7) @, (f)
ax(t) [ ga(r) [ @n(f)
d d? 2
ax(t) _F%(T) (27f) @, ()
dn d2n 2n
KO —da(r) (201) 0 ()
X(t)eiiZﬁfct ¢XX (T)eiibzfct CDXX ( f T fc)
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Stokastisen prosessin tehospektri

= Tehospektrin tulkinta

¢, (r) = T @, (F)e* " 7df = E{x(t)X (t+7)}

#..(0) = T @, (f)df =E {|x(t)2|} T_ehosp_ektrin pinta—al_a vastaa
signaalin keskimaaradinen tehoa

Wiener-Khinchin teoreema

@, (f)
Signaalin fi:taajuisen komponentin
_fmt keskimaarainen teho
| |
-, f, f
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Valkoinen kohina

. (7) 2 @, (F)
o2

Valkoisen kohinan energia on tasajakautunut kaikille
taajuuksille.

B (1) = 0°5(7)
d(f)=0® VieR
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Satunnaissignaali lineaarisessa jarjestelmassa

X(t) y(t):wh( W(t—7)dz =h(t) ® x(t)
XN h(t) *’:L ox(t-7)dz

Lineaarinen systeemi

« Ristikorrelaatio
8, () =E{y(O)X (t+7)} = E{y(t+ o)X ()]
= E{T h(A)X(t'+7— )X (t ')dt}

— [ O fx(t+ r- X @)} et

T h(A)g, (r—A)dt=h(r)®¢, () konvoluutiointegraali

—0
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Satunnaissignaali lineaarisessa jarjestelméassa

 Autokorrelaatio
4, (r)=E{y®)y (t+7)} =E{yt+)y ®)}

- E{y(t)f h*(/l)x*(t'+r—/1)dt}

= T h(AE {y()X (t'+7 - 2)} dt

©

j h(A),, (z — A)dt = h(r) ® ,,(7)

—0
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Suodattimen tehospektri

< Konvoluutiota =tasossa vastaa kertolasku ftasossa,
joten

D, (f)=H(H)D, (1)

@, (f)=H (1), (f)

Wiener-Khintchi
@, (O=HO (D) eoeoma

5.12.2007
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Kohinan suodattaminen

/ Ylw)l

A

.

D (F)=[H(F) @y (f)

5.12.2007
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Stokastiset differentiaaliyhtalot

- Tarkastellaan differentiaaliyhtaloéa
n dk n dk
2 g Y0 =20 g x(®)

missa x() on jokin stokastinen prosessi, jonka
tehospektri on @, (f)

+ Ratkaistaan differentiaaliyhtalén impulssivasteen Fourier
muunnos X(t)=5m(t)
Zak (iz,,f)k\((f)zzbk(iz,;f)K X(f) Fourier muunnetaan itse
k-0 Lo differentiaaliyhtalo
i27f)
_Ya) _ %bk( ) X(f)=1 impulssin tapauksessa.
XM S (i2nf)
k=0

= Tehospektri

H(f)

3

b, (i2z )" > b, (~i2zf )
@, (f)=|H(F)f @, (f)="%2 0 @, (f)
5 12,9007 ;ak(ihzf) ;ak(—ihzf) ”
Esimerkki. RC-suodatin
i) R
. d
it)=C aunul ®
uin (t) C uout (t)
Uy (1) = Ri(t) + Uy (1)
d 1
auou! (t) = E(uin (t) — Uy (t))
Impulssivaste
gh(t):i(a;(t)—h(t))
dt RC
:ith(f):%(l—H(f))
1 Tehospektri
3H(f)=Ll H(E = 1 . 1 _ 1 2
i2rf+— i27fRC +1-i2zfRC +1 (27 fRC) +1
RC
5.12.2007 29
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Esimerkki. RC-suodatin

* Lahtdsignaaliin muodostuu janniteldhteen
muodostamasta signaalista ja termisestéa kohinasta

U (D) =€) + X(0) o (H)-1n,
E{x(t)} =0 2
e(t) =U cos (27 ft) O (1) =[Ef =Z-(6(+ 1) +5(1 - 1))

E(D) =S (3(1+1,)+6(f - 1)
= Ulostulo muodostuu kahdesta signaalista

Uy, (t) = Te(t — )R (A)dA+ T x(t—A)h () A = y(t) + z(t)

y z
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Esimerkki. RC-suodatin

« Ulostulosignaalin autokorrelaatio
¢, (r)=E{z@®)y (t+)| =E{z()} E{y (t+7)| =0
4, () =E{y(t+0)Z' O} =E{yt+2)}E{Z’(®)} =0

E{z(t)} = T E{x(t—A)}h"(A)d2

—0

$ (2)= 0y (2) 4G () + 4 (D (7) =, (1) + 4 ()

Ristitermit menevat nollaan, koska signaalit y ja z ortogonaaliset

« Ulostulon tehospektri
@, (1) =[H (B +@,.(1)
1

:Z\H(fo)\z (5(f+f)+a5(f- fo))+%N0\H(f)\2

5.12.2007 o
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RC-suodatin

= RC-Suodattimen tehospektri Hyotysignaali

0

‘I IsNR _
Kohina

20|

-30

40|

50|

60|

70 . . . . .
10° 10* 10° 10? 10" 10° 10
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Signaali-kohina suhde

- Tarkastellaan kantataajuisen signaalin x(t) siirtoa
additiivinen Gaussinen (AWGN) kanavan yli

Signaalin kaistanleveys on B,

Signaalin teho on P,=A? (A sini-muotoisen signaalin
amplitudi)

Kanavan vaimennus on 1/L

Signaaliin x(t) summautuu valkoista kohinaa z(t),
jonka tehotiheys on Ny W/Hz

(t)
X(t) Orx L +é

| r(t)

GRrx
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Signaali-kohina suhde

« Kohinan tehotiheys
N, = kT, =kT, Ty L aa02Te wing
T, T

0 0

Ty Kohinan lampétila (0.2...10 T,)
T, Nominaali lampdtila
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Signaali-kohina suhde

= Vastaanotettu signaali
r(t) =223 x(0) + g, 2()

« Signaalikohinasuhde:
E{gRi_ng X(t)} A2 thz
& L

Efonz0f] (G NB  NoB

Vahvistin vastaanottimessa vaikuttaa
seké signaaliin, ettd kohinaan
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Spektraalifaktorointi

Tehospektria
2
@, (F)=[H(F)] @, (f)
vastaa kaksi erilaista prosessia. Toisessa suodattimena

on H(f) ja toisessa H'(f). Molemmilla on samat
tilastolliset ominaisuudet.

Esimerkki
®, (1) =— 2 (f)

Y (2zf)+1 ™

1 }
H(f)=1 = f{:>h(t)=et Stabiili 1IR (Infinite Impulse Response)
Hlern suodin

\ 1
H (D)=~ <h(t)=€" Epastabiili IR suodin
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Diskreettiaikaisen prosessin tehospektri

- Tarkastellaan prosessia AR

X(t):i|k§(t—kT) 41—1—1—1—1—"[

missa 1, on jokin diskreettiaikainen stokastinen prosessi
X(t)= D 15(t—kT)
k=0

=K
¢Xx(r)=E{x(t)x(t+r)}={E{Illlg}5(t) n:uutoTin
(k) z=kT
0 muutoin

mr)—E{xa)xaH)}—{

muunnos

f - 3 ~ iskreetti Fourier
o, (f)=]¢,()e"* " dr=") ¢, (k)e>™ Dis

5.12.2007 30
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Moduloitu bittisekvenssi

g(t—kT) .
{1} s(t)= > 1,g(t—KkT)
>< K=—c0

Diskreetin sekvenssin modulointi

« Voidaan tulkita konvoluutioksi
x®)= > 1,5(t—KT)
k=-00

S(t)=x®g(t)=T i 16(r—KT)g(t—7)dr = i 1,g(t—kT)

= Tehospektri
D, (F)=[G(f)f @4 (f)
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= Syklostationaarisen prosessin ¢, (t+7+kT,t+kT) =g, (t+7,t)

keskimaarainen autokorrelaatio
L

_ 13

Fu(D)=1 [ dultertat

i
2

= Tehospektri

0, (1)= [ (e *"dr

e Keskimaarainen teho

P=7,(0)= [ ®,,(1)ef

5.12.2007 32
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Lahetin

* Lineaarinen amplitudi modulaatio

1
a() cos(2rx fit) g ={VT Ost=T
0  muutoin
& —  h(t) -S®

2 T2 2
Kanavointisuodatin IG(f) =T?sinc*(fT)

®$ﬁ):H(n(%GU+4J+%G(r—nﬂ®HU)
- Jos symbolit ' <{*l} toisistaan riippumattomia

satunnaismuuttujia, ®,(f)=1
= Jos kanavointisuodatinta ei kayteta |H(f)’ =1
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Kanavakoodaus

= Prosessoidaan lahetettavaa bittijonoa

1 1
Yk =E(Yk_1+ |k)€{i1,i§,0}

Suodatin Q(f) Q) = 1
=S e

e

= Tulkinta

uozlwaknaj}%+b}. Yo
T

Viive

e Tehospektri

@y, (F)=[Q(H) @, (f)
Eli kasittelemalla lahetettavaa bittijonoa (koodaamalla)
voidaan vaikuttaa myo6s tehospektriin.
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Moduloidun signaalin spektri

« Koodaamalla kaista kapenee, mutta samalla myds
siirrettavan informaation maéaréa vahenee samassa
suhteessa.

. 5. tasoinen AM modulointi

-3dB

5L

10k

251 — leP
— 1e@?
— I160OPRMP
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
fT
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Moduloidun signaalin spektri

« Mita "pehmeammin” signaali muttuu ajassa, sita
kapeammalle kaistalle signaalin energia on jakautunut.

160 — le®P

180 — #l6EP
— I6MAQMA
T I T

I I I I I I I
-08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
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Kaistarajoitettu kanava

* Pulssimuotoisten modulointimenetelmien ongelmana on
niiden spektrin leveys, eli naapurikaistalle vuotavan
tehon suuri maara.

« Kaistan rajoittamiseksi kéytetdan kanavointi

suodattimia. Kohina z(t)
- | s(t)| Kanavointi- Kanavointi- |r(t) .
Modulaattori ——>» suodin h(t) suodin h*(T-t) [~ Demodulaattori
Kanava

@, (f)=|X(Of S +[H(H) @, ()
X(f)=|H(f)f
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Saatotekniikkaa...

= Lineaarinen regulaattori

Prosessihairio Z(t)

saadin c(f) |“®) prosessi G(7) y(®

c(he(f) [

— | Pa(f)
1+C()G(f)

<I>W(f)=‘
« Nelidllinen saatévirhe E{y’®}=2,(0
e Minimivarianssisaato

ming ¢ ) @, (0)

C(G) Prosessin G stabiloivien séadinten joukko

TMeimdf <o Vt} *
1+C(f)G(f)

5122007 C(G) :{C(f):

-0
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