Luento 2

¢ Jaksollisten signaalien Fourier-sarjat
o Viivaspektri
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e Ranskalainen matemaatikko
ja fyysikko.

e Esitti Fourier-sarjat
teoksessaan Théorie
analytique de la chaleur

(Analyyttinen lampdteoria)
1822.

http://br.geocities.com/saladefisica3/fotos/fourier.jpg
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Jaksolliset signaalit

¢ Jaksollinen (periodinen)
v(t+ kTp) =v(t),te R ke Z

Jaksonaika T, Amplitudi

N N TN
S N NV Nt

Ominaistaajuus
-Ty/2 T2 ¢ lim J

Perusjakso

Signaalin ominaisuuksien tarkastelemiseksi riittdd kun keskitytddan
yhden jakson pituiseen aikavéliin. Valitaan yksinkertaisuuden vuoksi
tarkasteluviliksi —T/2<t<T,/2
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Jaksolliset signaalit

e Kahden jaksollisen signaalin sisatulo, kun molempien
signaalien jaksonaika on T, (tai T, on niiden
jaksonaikojen monikerta)

(1 Ola)= [ nuso

¢ Keskimaarainen teho (indusoitu normi)

def

P o Y w@)oe)

2
P =@ =5 [ P
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Ortonormaali kanta

e Tarkastellaan osoitin signaaleja

4= exp['zT”k tj K=.m2,-1,0,1,2,...

0

- Osoittimen ¢,(t) pydrimistaajuus
e k=0: 0 Hz Tasavirtakomponentti (DC)
e k=1: 1/T, Perustaajuus
(1. harmoninen taajuus)
e k>1:k/T, k. Harmoninen taajuus
- Osoittimet muodostavat ortonormaalin kannan

k=1
0 k=l

(4 ®]aM®)= {
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Ortonormaali kanta

e QOsoitetaan, etta
t)|d (t k=l
(AOla®)= {0 ]

- Tarkastellaan ensm tapausta k=|

(¢k(t)|ﬂ(t) =—_[ ( 27k jexp[—iiﬁlt]dt, k=1

oT0 o 0

2 i2
L exp(L ] =—I ('27[0 J == j ldt=1
To T To o T0 o T
2 2
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Ortonormaali kanta

- Tarkastellaan nyt tapausta k= |

1 3 27k i27l
(¢k(t)|¢g(t))=T—jexp( = tjexp[— = t]dt, kI

0T 0 0
2
Ty To
1 ie 27(k=1), ) L (SN
= — X = X
T AT, i2z(k-1) P\ T, B
2 2

= % =sinc(k—1)=0 "7y I

‘\isinc(x) = sin;;rx)
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SINC-funktio

sinc(X) = sin (”X)

TX

- Nollakohdat

i s
sinc(X) =
X

X=x1,4£2 +3 ...

- Raja-arvo

sin (7X) i “lim,_, 7 cos(7X) T

X Toax Vil V4
OX Hopital’s rule

lim

x—=0
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Ortonormaali kanta

e Tarkastellaan jaksollista funktiota v(t)=v(t+mT,),
m=...,-1,0,1,...
joka tayttaa ehdot

T

. 12
D op =T I |V(t)|2 dt<oo (Nelidintegroituva/Tehosignaali)

0 Ty

2

i) lim,  |v(t, +£)-v(t, )| 0 &érellisessd méaréssa pisteitd valilla

-T/2S £ < Ty/2
jalkimmainen ehto rajoittaa signaalin epajatkuvuuskohtien

maaran.
_—t
tO
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Ortonormaali kanta

e Signaali, joka tayttaa ehdot i) ja ii) voidaan esittaa
ortogonaalisen kannan avulla

Exponentiaalinen Fourier-sarja

v(t) = i Vo (1) = i v, exp(i ka t]

0

Fourier-kertoimet

v, :(v(t)|¢k(t))=Ti [ v(t)¢k*(t)dt=Ti [ v(t)exp(—i 2:" t]dt
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Eksponentiaalinen Fourier-sarja

e On periodinen

Vi)=Y v, exp(i 2:" t] =v(t+mT,), meZ
k=—00

= 0
Tasta seuraa, etta jaksollisen signaalin perusjaksolle
laskettu Fourier sarja on voimassa kaikilla t:n arvoilla.

v(t+mT,) = Zw: V, exp(i 2_|7_[k (t+mT, )) = i v, exp(i 2_|7_[k tJexp(i 2_|7_[k mTOJ

0

k=—00 0

k=—0

= i Vi exp[i
k=—o0

0

27k
TO

tj =V(t)
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Exponentiaalinen Fourier sarja

e Fourier-kertoimet

1 [To/2 2k
oy = —/ O @y exp (=i ) dt, kez
To /-To/2 To
- ovat kompleksisia suureita: argfv,} —arctan m{v,}
vp = |vg|exp (iarg{vg}) v €C OCh Re{v, )

- vastaavat perustaajuuden f,=1/T, harmoonisia
taajuuksia kfo, k€Z

- Tasavirtakomponentti k=0 vastaa signaalin
keskimaaraista amplitudia

1 [To/2
vg = —/ o/ v(t) - 1dt
To /-Ty/2
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Trigonometrinen Fourier sarja

o Reaaliselle signaalille v(t) € RVt
v_p = UZ = |vg| exp(—iarg{v,})  Hermiittinen symmetria
o Kaytetadn tata ominaisuutta hyvaksi:

s 2wk
o(t) = 5 wveexp (?.Tot)

k=—0o

- . 2nk ) 2k
v(t) = vg+ Z v (exp (-a arg v} -|—-:-TD-.‘.) + exp (—a.arg vy - -:-TO-:.))

- ®0) k<0)

cos(¢) = % (exp(id) + exp(—ig)

Trigonometrinen Fourier-sarja

v(t) =vo+ Y 2Jvg|cos (2—7Tkt + arg{vk}>
k=1 To
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Fourier kosini- ja sinisarja

e Fourier-kertoimet

T

170 .27k

v, =— | v(t)exp| -i—t |dt

s TO-L()XP[ T ]
2

TO
1} 27k ) . . 27k .
=— | v(t) cos{ t}—lsm[— tD—a —ip,
T, { ( T, T, KK
2
Ty
2
a, :i I v(t)| cos 27[kt dt
To T To
2
.

1 3 . [ 27k
B, _fi v(t)(sm( T tht

2

e = cos(x) —isin(x)
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Fourier kosini- ja sinisarja

e Fourier sini- ja kosinisarja
e Kun v(t) on reaalinen:
Vo =&
Vo =V =(eq +i4,)
¢ Nyt voidaan kirjoittaa Vi,Vase .. V 5V,

v(t) = i v, exp[i 217_Tk tj =
K=o

—a, Jrg{(ak ig )exp(iz_l_”ktj+(ak i iﬂk)exp{—iz_r”ktﬂ

0 0 —iexp(ix) +i exp(—ix)
= f 27k . [ 27k ] 2
=q,+2) | a,cos t |+ f, sin t == ix)— —ix
28 2 o 225 2 ) -c)
= 2sin(X)
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Fourier kosini- ja sinisarja

e Tarkastellaan reaalista signaalia v(t)
- Jos pinta-ala signaalin yli on nolla, aq=0
(Bo=0 reaaliselle signaalille)

i
- Parillinen signaali . T L _ig
v(-t)=v(t)
=> B,=0 sini-sarja haviaa

- Pariton signaali

A%
v(-t)=-v(t) AN
=> o=0 kosini-sarja haviaa N\

- Puoliaalto symmetrinen:
v(-t)=-v(To/2-t)
Parilliset harmoniset haviavat a,,=0, B,,=0,
n=0,1,2,...
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Esimerkki 1

e Olkoon
v(t) = Acos (th + ¢)
To

Fourier-sarjan kertoimet

To/2 2 2
v = — / o/ Acos —Wt + ¢ ) exp —ilkt dt, keZ
To J-Ty/2 To To

. V()
Huomataan, etta

cos (2—t -+ qb) ; (exp (7?—%) exp(i¢) + exp (—?f—ﬂf) exp(—éqb))
0

0
Joten kertoimet voidaan kirjoittaa muotoon

o To/2 A 2n(k—1) L 2r(k + 1) Y
v = f T,/2 £ (exp ( Ty — 4 m) + exp ( 7{}1) m)) dt, kelZ
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Esimerkki 1

Ratkaistaan ensin integraali

1 To/2 27l
—[ exp —ili—}—il_.-') dt
Ty J-Ty/2 T

0
27l Ty 27T\ 1
z £( D( i T 2) exp (ET{) 2)) —eXD(?.I:J);SIﬂ(TrI)

si( |
Ylla olevaa hydédyntaen (saa)daan

. =§exp(:‘.¢)smffa(fi 1)1))+A exp(—i )S|n(r(k+ 1))

alk+1) = Eexp(fi¢) k=-1

?cxp(i(ﬁ) k=1

0 otherwise
Amplitudispektri: [v,] Vaihespektri: arg{v,}
A A ¢
2 2
| ‘[ | I | fo= T
—fo ‘ fo —Ifo ’ fo 0
—¢




Viivaspektri

¢ Reaalinen jaksollinen signaali voidaan esittda summana
kosinisignaaleja

e Viiva spektri:

Amplitudi spektri: [v,] Vaihespektri: arg{v,}

ol

v,| v v v,| —arg{V, | arg {v,}

-2f-f, 0 f, 2, -2f,—f, f, 21,
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Parsevalin teoreema

Signaalin keskimaarainen teho

17 2 = 2
P=— [ v dt:k;|vk|

0 T2
1 1p/2
P = _/ O ()Pt
TOVTD_."’z
1 To/2
= [“ o(t)v*(1)dt
To J1o/2
1 [To/2 00 2k
= — ci v(t) Z i:gexp(’—t) dt
To I1y/2 R To
> L1 jTo/2 i2mk
= Y v/ _vlt)exp t|dt
e To JTn/2 To
o
o0
= Y v
b=—o0
o 2
= > |wl
k=—o0c
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Viivaspektri

Tehospektri
2 2 2
IVO‘ A
L.
!
Tehospektrin kertoimet, méérittavat

miten signaalin keskimédardinen teho on
jakautunut eri taajuuksille.

S-.72.1110 Signaalit ja jarjestelmat 5 op TKK Tietoliikenne Laboratorio 21

Esimerkki 2

¢ Signaali, iossa on DC-komponentti
2

v(t) = Vo + V4 cos (—”t +é
To

- Keksimaarainen teho
1 7‘0/2 2 27 2 2 27
P={v(t))=— Ve 2VgVicos | —t Vicoss | —t| | dt
) To-—'f‘o/2(0+ o (T0)+ ' To
Huomaa, etta
cos?(z) = . (1+ cos(2x)

Joten tehon lauseke voidaan vieda muotoon
1 ;To/2

2 1 A4
P=_"_ V24 2VgVycos [ 25t ) + VRS (14 cos | —¢] ) ) dt
To-—rbf2(°+ on (To)+ 2( + (T )))

0
Osoittautuu, etta

P= v02+%vf
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Esimerkki 2

e Ratkaistaan signaalin Fourier-sarjan kertoimet:
- Vakion viivaspektri

v1(t) = Vo

/
10/« ZTK
vi(t)exp | —i—t|dt, keZ
YLk = To /TO/ 1) p( To )

To/2 2rrk
vLk= / % Vo - exp (—z'Tit) dt, keZ

1 T 27k T, 27k T,
Vg = VO——O exp il exp _;2TE20
’ Toi27k To 2 To 2

vy = Vpsinc(k)

k=0
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Huomaa, ettd |0y = {O k=+1,42,%,3,...

Esimerkki 2

- Sinisignaalin viivaspektri
vp(t) = V7 cos (2—7rt + ¢>
To

johdettiin aiemmin %exp(igﬁ) k=1
Y ; sin(m(k—-1)) WV, oSNk 4+ 1)) Vi) k=-i
v2k = exn(,cﬁ)iﬂ(k_ ) 2 Lexp(—i )7@4_ ) 2 e ()

0 muutoin

e Signaalin v(t) viivaspektri saadaan summana vk = v1x +vak

Amplitudispektri: |v,| Vaihespekiri: arg{v,}

Vi oV, W ¢
2 | 2 I | fo= i
—Ifo ’ fl 0 " —;fo ‘ fo 0
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Esimerkki 2

e Ratkaistaan signaalin teho
- Parsevalin teoreeman mukaan

1 T/2 ) o )
P== | v dt= > |v
v ] pore=2
- joten, nyt
P= i |vk|2 =|VH|2 +|vl,0|2 +|\/2’1|2 =%V12 V2 +%V12 v’ +%V12
k=—0

Tulos on sama kuin suoraan tehon maaritelmasta
johdettu.
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Esimerkki 3
o Kellosignaali
+1
-1 —
T,
- Signaalin DC-komponentti on 0 (0,=0)
- Signaali on pariton, joten kosinisarja haviaa (o,=0
k=1,2,3..)
v, =—if,
- Signaali on myo6s puoliaaltosymmetrinen, joten
parilliset harmoniset katoavat
B =0, n=0,1,2,3,...
S-.72.1110 Signaalit ja jarjestelmat 5 op TKK Tietoliikenne Laboratorio 26

13



Esimerkki 3

. Lasketaan sinisarjan kertoimet

7k
- J v(t)sm[ T, tjdt

0 3
:_i J- Sin[zﬂk jd i." (2771( J
T T, Too T
11 27k (T, 11 27k T,
=-———|1-cos —— || [+ =—5=| cos - -1
T() % T() 2 T[] @ T() 2

T() TO
k)-1
(72+2cos(nk)):m: 2 }
7k —— K pariton
T
e Eksponentti Fourier sarjan kertoimiksi tulee talldin
Vit = =1y = -Ra Vy =0
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Isin(ax)dx = —gcos(ax)

| 0 K parillinen

27k

Esimerkki 3

o Tehospektri
42 |V1|2 |V3|2 |V5|2

k
e Vaihespektri
/2
f f f 1| f I f I
[ 1 | ‘ k
-11/2
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Esimerkki 4

e Pulssijono

"

1§
1

=
o

<T,

¢ Signaalilla on DC-komponentti (pulssin pinta-ala on Ar)
- Signaali on parillinen (sinisarja haviaa) v,=o,

Acos[znktjdt
T()

TKK Tietoliikenne Laboratorio 29

T

2
v, L j v(t)exp _2rk gL
T, % T, T, -

2

—ln

[
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Esimerkki 4

e Integroimalla saadaan

_[ cos(ax)dx = ésin(ax)
T, I
13 27k 13 27k _ _
Vi = f:_[iov(t) exp(—l Totjdt = f:“ ACOS[Ot]dt sm(—X) = —Sln(x)
2

A 1 . ( 27k T . 27k ¢
=———| sin — |—sm| — —
T, 27k T, 2 T, 2
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Esimerkki 4

e Amplitudispektri ,
k=-10:10; o
x=0.2; %x=Tau/T <1
A=1; o1
for n=1:length(k) 005
v(n)=A*x*sinc(k(n)*x);
end;
bar(k,v,0.1)
xlabel (*k*) s s 4 2 0 2 & s s B
ylabel ("v_k") o
title(["\tau/T=" num2str(x)]) 08
hold on o7
t=-10:0.01:10; 06
plot(t,A*x*sinc(x*t)) 05
axis([ -10 10 -x/4 x]) 04
hold off 7 oa
02
01
\/\J/I\ /f\ ﬂ\ /'\\VA\V
o v v v v
0.2
40 % s 4 2 0 2z 4 6 & 10
«
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Katkaistu fourier-sarija

e Tarkastellaan approximaatiota

N
27k
vy (t) = Z VL, €XP ('Lit

k==N To

e Jos v(t)T tayttaa ehdot i) ja ii)

. 1 % 2
1) P=— | |v(t)| dt<
) P [l dt<e

adrellisessa maardssa pisteita t, valilla

i) lim,_ |V(t, +&)—V(t,—&)|# 0 -Ty/2< t < Ty/2
niin erosignaalin keskimaarainen teho menee nollaan

N—oo

. To/2 5.
lim /_To/2 lon (£) — v(8)|2dt = 0
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Gibbsin IImi6

e Jos signaali on epdjatkuva amplitudinen, niin
askelmaisessa muutoskohdassa on noin 9% ylitys
riippumatta N:n suuruudesta.

1.5
1l
0.5+
0
-0.5
Rl
15 s s s s ‘ s s s s
-1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Time
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Esimerkki 5
e Pulssijono .
A &>
TO
<T,
To
13 .27k .
v, =— I V(t)exp[—l”t}dt = ATsmc[Tkj
To T To To To
2
2 ‘Zfrh
Vi)=Y Ve T
k=—o0
K
2 27t
~Ut)= D ve T
k:,ﬁ
2
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Esimerkki 5

e Approksimaatio

K=20;

k=-K/2:K/2;

T=1;

x=0.2; %x=Tau/T <1
A=1;

for n=1:length(k)
v(n)=A*x*sinc(k(n)*x);
end;

t=-2*T:.001:2*T;

vhat=0;

for n=1:length(k)
vhat=vhat+v(n)*exp(i*2*pi*k(n)/T*t);

end;

plot(t,vhat)

xlabel("t")

ylabel ("v(t)")

title(["\tau/T=" num2str(x) " K=" num2str(K)])
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T=0.2K=20

/T=0.2K=400

vy
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