Luento 3

e Fourier-muunnos
e Rayleighn teoreema
e Spektritiheys
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Fourier-sarja

e Fourier-sarjan avulla pystyttiin esittémaan jaksollinen
signaali, jonka jaksonaika on T,.

- Fourier-sarja
(0.0}
1
o(t) = Y. V (kfo)exp (i2nkfot) fo= T

k=—o00
- Fourier-komponentit

) 1 [To/2
V (kfo) e v, = = /_ TOO/2 w(t) exp (—i2rk fot) dt

e Entapa aperiodiset signaalit, joilla jaksonaika T, —»>«=?
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Fourier-muunnos

e Esitetddn signaali Fourier-sarjana:

v(t) = :1§“-’<'\1*\‘;/To/2 v(t) exp (—i27k fot) dt) exp (i27k fot)

koo \L07=T0/2

- Raja-arvo T, —>«: £_> f, i_>df, Z_>J‘
To To k=—o0 —0

V()

Euler in_tegral
(Ii_r:l‘é > \ef(ke) = ]—-x f(z)dx

k=—o00

Fourier-muunnos

e Fourier-muunnos

V(f) = F{v(t)} 4t /O:o v(t) exp (=27 ft) di

o Kaadnteismuunnos
def [

v(t) = F HV(H)} = V (f) exp (i27 ft) df

—

¢ Dirichlet'n ehdot Fourier muuntuvalle energiasignaalille
I: Signaali on itseisesti integroituva

I [v(t)]dt <o

II: Signaalin maksimi- ja minimiarvot ovat aarellisia
jokaisella aarellisella aikavalilla te(ab)

SUP (.. 1) {le(tm) - S(ti)l} <o, ast<t,<b
III: Signaalin epdjatkuvuuskohtia on rajallinen maara
i _ _ aarellisessa maarassa
M, o [s(t +) ~v(ty —¢)[ % 0 pisteita Valilla toe (-1,1)

&0
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Symmetria ominaisuudet

e JosVv(t)eR, V(f) on hermiittinen:

V(=) =V*(f)

Toisin sanoen

It rrs ANl Ivrks e\ —~em (Y 7 L PN meme (Y 7/ PN\
VA= =1V )l a9y —=J)s = —alg\VJ)s
Parillinen Pariton

- Asia on helppo todentaa:

V(-f)= T V(t)e"zﬂ(’f)ldt _ ]C' vtz dt
i i ‘V(t) eR=V (1) = v(t)‘

V()= Tv*(t)eiz”“dt = Tv(t)e"”“dt =V(-f)

-0

e Vastaavasti, jos v(t) on imaginaarinen, V(f) on anti-
hermiittinen:
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Symmetria ominaisuudet

Tarkastellaan tapausta, jossa v(t)eR
e Jos v(t) on parillinen v(-t)=v(t)

V(f):ZTv(t)cos(Zﬂft)dt .
on reaalinen. Talldin
V() =V'(f)=V()

eli V(f) on reaalinen ja parillinen

e Jos v(t) on pariton v(-t)=-v(t)
V(f):fiZTv(t)sin(Zﬂft)dt 4_’:
on imaginaarinen. Talldin

V(=f)=V'(f)=-V(f)]
eli V(f) on imaginaarinen ja pariton
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Symmetria ominaisuudet

Tarkastellaan tapausta V() =ivy(t) e C, Im{v(t)} =v,(t)
* Jos vq(t) on parillinen vo(-t)=vq(t)

V(f)= iZTvQ(t)cos(Z;rft)dt

on imaginaarinen. Talldin
cos(—x) = cos(x)
eli V(f) on imaginaarinen ja parillinen.

* Jos vy (t) on pariton vq(-t)=-vq(t)

V()= ZTVQ (t)sin (27 ft) dt

on reaalinen. Talloin

V(-f)=-V(f) sin(—x) = —sin(x)

eli V(f) on reaalinen ja pariton
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Symmetria ominaisuudet

e Tarkastellaan nyt tapausta yleista tapausta v(t)eC
- Fourier-muunnos on lineaarinen operaatio, joten

F{v(t)} = F {Re{v(t)}} +i-F {Im{v(t)}}
Re{v(t)} Im{v(t)} Re{V(f)}

Im{V(f)}

Reaalinen

Imaginaarinen

Reaalinen
Imaginaarinen




¢ Signaali on kausaalinen, jos v(t)=0, t<O0.
¢ Kausaalisen signaalin Fourier-muunnos

V() = F{v()} def /OOO v(t) exp (—i2m ft) dt

e Verrataan yksipuoliseen Laplace-muunnokseen

V(s) = L{v(t)} def /OOO v(t)exp (—st)dt s=o+iweC

- Jos 6=0 ja w=2xf, Laplace-muunnoksesta tulee
Fourier-muunnos

- Laplace-muunnos on olemassa laajemmalle joukolle
signaaleita kuin Fourier muunnos.
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e Tarkastellaan eksponentiaalista signaalia
v(t)=e*, t>0

e Fourier muunnos:
Dirichlet’'n ehto I:

w o 1P —>ow, ax=0
ﬂv(t)\dt:je*"dt:fea‘ 1
0 0 a lo=—7,

a<0

. . a
eli Fourier-muunnos on olemassa kun -co<a<0
(mydhemmin osoittautuu, ettd myos tapaus a=0 on
muunnettavissa)

e 1
F t — at —|27rﬁdt: , 0
v} !e ¢ Carizzf S

e Laplace-muunnos:

Iea‘e’s‘dt = Je"“dt = L, Re{s}<-a
° ° —a+s

Laplace-muunnos léytyy myos tapaukselle a>0
14.11.2007 10




Boden diagrammi

e Amplitudi spektritiheys
1462]
e Vaihespektritiheys
arg{V(f)}
e Boden diagrammi:
Amplitudi (dB) ja vaihe taajuuden funktiona
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Boden diagrammi

o Esimerkki:
v(t) =exp(=t), t>0
- Fourier-muunnos

|4 * )2 1)t)dt 1
(f)—/o exp (=27 f + 1)t) = onft1
- Amplitudi ja vaihe:

V()= (f)lee ) Im

1 iargv (1))
V(H) = —— Ve
1+(27rf )
—2r f Re
arg{V (f)} = arctan( 1 j =—arctan (27 f)
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Bode diagram

Bode Diagram

Magnitude (dB)

20logy,(IV(D)I)

Phase (deg)

14.11.2007 Frequency (rad/sec)
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Spektritiheys

Rayleigh'n Energia teoreema

E, = Tv(t)v*(t)dt = TV(f)V*(f)dt

-0

*

E, = Tv(t)v"(t)dt= Tv(t)[TV(f)exp(iZHﬂ)dfj dt

-0 -

- Tv(t)[_TV*(f)exp(—iZHft)dfJdtz T Tv(t)exp(—iz;z ft)dtv"(f)df

—00 =00

v(f)

e Tulkinta: M(f)"=V(f)V'(f) kertoo miten signaalin
energia on jakautunut eri taajuuksille (J/Hz)

14.11.2007

14




Pulssin spektritiheys I

A

e Pulssi, jonka energia on 1]

1
S(t):%ﬂ(l] |_—| ()= 1 M_i

T
e Fourier-muunnos (suoraan mé'aritelmést'a)

S(f)= T g(t)exp(—i2z ft)dt jexp —i27 ft)dt

—0

=‘ﬁ(”"(“2’”5]‘“"[“2“_7))

1 (exp(iz fT)—exp(-iz fT))
- \/7 T

N \

2i .
—\/_Sln(ﬂ-ﬂ-) \/_S|nC( fT) SinC(X):SIrLS';TX)
14.11.2007 |S(f)| =Tsinc (fT) 15

Pulssin tehospektri 11

e Fourier-muunnos kayttaen hyvaksi signaalin
ominaisuuksia:
- Pulssi on reaalinen ja parillinen. Sen Fourier-
muunnos on siis reaalinen ja parillinen.

- Founer muunnos on siis (ks. kalvo 6)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ) 1
sin(ax)dx =—cos(ax)+C
- Muunnoksek5| saadaan j () a (2)+

=L 1 sin(2x ft
S(f)= 2jn(t)cos 2rft)dt = Zj'\/_cos 2rit)dt=| 32 2(7” )

sin(an —)—sin (-2zf0)
2 sin (7 fT) i
= =~/T sinc( fT
T rf ( )
=|S()f =Tsinc?(fT)
14.11.2007 16




Pulssin tehospektri

20log,, |S(f)|
10

Spectral density (dB/Hz)
(9]
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Pulse

&

T=1
T=2
T=3 |

WA

A~ /\ H |

2 0
Frequency (Hz)
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Fourier muunnoksen ominaisuuksia

e Lineaarisuus (superpositio)

e Derivaatta

Flav(t)+ay, )} =aV,(f)+aV,(f) F {:t:v(t)} =(i2z )"V (f)

¢ Aikasiirto

F{v(t—7)}=V(f)e™>"

. Aikaskaalaus

e Integraali

t Thg 1
F{J jj v(rn)drn...dq}:wvu)

—0—0 -0

e Konvoluutio

F (v(at)} = H (f]

e Konjugaatti

o Kertolasku

FIVO)=V(-f)

e Duaalisuus

F{V(t)}=v(-f)

F{h(t)v(t)}

F{w

-

J.h(r)v(t—r)dr}: H(f)V(f)

~ [HOV(f-9)d

14.11.2007
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Superpositio

e Fourier muunnos on lineaarinen operaattori, joten osista
koostuva signaali voidaan Fourier muuntaa osissa

F{v(t)+u(t)} = F{v(t)} + F {u(t)}

e Esimerkki, sign?ali jonka energia on 2 ]

s(t) \/1f+ﬁ
1 =
w1 I 17 FLI
t |

T 1 (t) 1 _(t

= 0=z} ()
F{%H[#]}:ﬁsim(”) S(f) =~/T sinc(fT)+~/z sinc(f 7)
14.11.2007 19

Aikasiirto

e Tarkastellaan signaalia s(t), jonka Fourier muunnos on
S(f)

¢ Signaalia viivastetaan t:n verran.

s(t) S(H)T
—

Ratkaistaan viivéstetyﬁ signaalin Fourier-muunnos
7 ion Tehd&én muuttujan vaihdos
F{s(t-)} = [ st-r)e*"dt t=t-r=t=t+r, dt'=dt

—0

= [ st)e ™ It = e [ s(t)e "t

—© —0

S(f)
o Aikasiirretyn signaalin Fourier-muunnos:

F{sit—zr)} =e #"S(f)

14.11.2007 20
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Taajuussirto

e Tarkastellaan signaalia s(t), jonka Fourier muunnos on
S(f)
e Taajuussiirto S(f-f,)

4 IS(F)P T IS(F-Fo)l?

| | f
e e . 0
Kaanteismuunnos

FAH{S(f—f,)) = J' S(f — f,)e'"df Tehdaan muuttujan vaihdos
i [fr=f—f,=>f=f4f, df'=df]

= gi27ft J. S(f -)ei2nf'tdf .
. Taajuusgoiirretyn signaalin muunnospari:
Fil{s(f — fO)} = Fil{s(f)} eiZ”fot — S(t)eiZﬂ'fOt
F{s(t)e* "} =s(f - f,)

14.11.2007 21

Lineaarinen modulaatio

¢ Moduloitu signaali
x(t) =s(t)cos(27 ft)
- Voidaan kirjoittaa muotoon

1 i2zf.t —i2zft 1 i2zft 1 —i2zft
X(t)=s(t)—=(e“"* +e ¢ )=—=s(t)e" " +—=s(t)e ¢
GRECH] =50 +2s(0)

- Fourier muunnos

X(N=28(1-1)+25(1+1)  [F{s0e™|=s(f 1)

Modulaatio siirtéa signaalin taajuuskaistan f, ympéristoon:
IS(H)| IX ()l
an S R
'fc fc

14.11.2007 22




Kaistanleveys

e Kaistanleveys B maarittaa milla taajuusalueella
merkittédva osa (esim. 95%) signaalin
tehosta/energiasta on.

e Kaistanleveyden maarittdmisessa huomioidaan vain
positiiviset taajuudet.

IS(F)]2 X(f)?
: o N
B ‘ B

e Moduloidun signaalin kaistanleveys on kaksinkertainen
kantataajuiseen signaaliin nahden: B,=2B,

14.11.2007
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Kaistanleveys

e Yksinkertainen maaritelma on puolentehon (energian)
kaistanleveys.

IS(HI?
,,,,,,,,,,,,,,,,, max, |S(f,)
777777777777777 %max,\S(fb)\z l -3dB
BS
S(f,)°
S(1) LN f,>0

— A -
max, [S(f,)] 2
B, = f, Kantataajuinen signaali

B, = 2 f, Moduloitu signaali

14.11.2007
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Kaistanleveys

 Pulssin puolen-tehon kaistanleveys

S(f,)° 1
& =sinc ( f T) [
max , [S(f,)|’ 2
. 1 0.443
& [sinc( be)|:$:> e
1
B, =f ~—
i
B _2f ~£ MOdUlOidUnpUlSSin 0 o‘z 04 06 os 1 12 14 15 18 2
x —=7b T taajuuskaista on kadntaen
verrannollinen pulssin pituuteen
14.11.2007 25
Kaistanleveys
Pulse
0 /ﬁ\
21 4
S Jﬂ\ 7777777777 3dB.
L “‘H“‘ i
6} | ‘ ‘ |
§.1o
% 121 “
= \
A4l I
. i
- ‘ ‘ T=1
18} T=2
2 /\ HH ‘ i \ H E—
- 2 - 1 2
Frequency (Hz)
14.11.2007 26
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Aika- ja taajuusskaalaus

e Aikaskaalaus e Taajuusskaalaus

1. (f aeR o 1 ( tj
Fi{s(at)}=—=S| — F7{S(af)} =—s|—
tstat) al (aj az0 tStaf)) la] \a
TFodistus
F{s(at)} = _[ s(at)e > "dt
t'z=at> t:t_‘,dt:ﬂ Muuttujan vaihto
a a
1 =@  Jos sgn(a)=-1 integrointi rajat vaihtuvat,
F{s(at)} == I s(t)e ?*™dt tallsin tarvitaan kaavaa
—eosgn(a) b 2
f(x)dx=—| f(x)dx
F{s(at)}:ls(iJ ! !
g \a
14.11.2007 27
Duaalisuus
¢ Jos muunnospari F(s(t)) =S(f) tunnetaan, patee
signaalille y=s(t)
F{S(t)}:s(—f) FH{s(f)} =S(-t)
Todistus
F(S() = [ s(ye™"dt = [ s(t)e™ dt
B TPt
t’=-f
= [ s(f)e* " df '=s(t) =s(-T)
S(f)??] kaanteismuunnoksen
madritelmi
14.11.2007 28
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Ideaalinen alipaastbsuodatin

¢ Ideaalinen kaistanpaastdsuodatin jonka taajuuskaista

on B 1
S(HR 1) 1 tsi
ol *

B

- Vastaavan aikatason signaalin (impulssivasteen)
Fourier-muunnos on

S(f):F{%]‘IG]}:ﬁsinc(fT)

— Duaalisu dest? seuraa, etta
F {S(f)}—FL{@@H(ZB?}—ZBNM(—ZBU

;’a koska sinc on parillinen saadaan s(t) = 2Bsinc(2Bt)
14.11.200 —

Derivoimiskeino

¢ Lausutaan signaali kdanteismuunnoksen avulla
st)=F*{s(t)} = j S(f)e2 "df
e Signaalin aikaderivaatta

d" d" % '
s(t) = S(f)e "df
50 dtn_[o (f)

B r: S(f d" Qi27ttgf Koska integraali ei ole muuttujan t suhteen, voidaan
_J. ( )F derivaatta operaattori vieda integraalin sisdlle

=TS(f)(i27zf)n e df

F{:?s(t)} Derivoidun signaalin Fourier-muunnos
Muunnoskaavaksi saadaan F{

14.11.2007

dn o
e S(t)}Z(IZHf) S(f)
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Integroimiskeino

e Tarkastellaan signaalia

y(t) = j T s(ry)dz,...dr,

Talldin
dn
SO =57 Y0
Derivoimiskeinosta seuraa e
S(f)=F{st)} =(i2zf)"Y(f) F{WS(‘)}:(””U”S(”
1
Y(f)=——-—S(f
Joten Y(f) (22 1) (f)
Muunnoskaavaksi saadaan: |F jj s(z,)dz,..dz, =;S(f)
L (i2zf)
n kpl
14.11.2007 31
Kolmiopulssi (1/2)
e Kolmiopulssi
AT —It]) [{<T
A o/ AT
0 lt|>T
T 0T
¢ Kolmiopulssin aikaderivaatta
d t+1T t—éT
—s(t) = AIT| —2— |- AIT| —2
dt T T
T ’ |T
1<t
(t)= 2
0 |t|>1
2
14.11.2007 32
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Kolmiopulssi (2/2)

e Fourier-muunnetaan aikaderivaatta

1 1 t .
t+=T t—-=T F{AH — }:ATsmc T
ds(t)—Al'{z J—An[ 2 ] (TJ (m
dt T T

‘F (s(t-7)} = "#"'S(f)

211

T LiatT
F{%s(t)}:ATsinc(fT)eIZfi—ATsinc(fT)e 2
=i2ATsinc( fT)sin(fT)

e s(t):n Fourier-muunnos saadaan nyt integroimiskeinon

avulla
C o 1
F [L s(r,)dz,..dr, :(izﬂf)nsm
i2ATsinc( fT)sin( T
S(f)=- L g is(t) - smc_( Jsin( ):ATsincz(fT)
i2zft  [dt i2zf
14.11.2007 33

Gaussin pulssi (1/4)

e Gaussin pulssi:

s(t) = Aexp {—n[%) ] ov;

0.8

e Pulssi on parillinen: 0
S(_t) = S(t) 0.4

e Pulssin derivaatta:

%s(t) = —A;r(_?—tzj exp[—n(_lt_j ] = n(%)s(t)

14.11.2007 34




Gaussin pulssi (2/4)

1. Gaussin-pulssin derivaatta: 4. Huomataan yhteys kohtien
1. ja 3. valilla: 's(—t) = s(t) !
$swy=-Zs ] S =s();
a T 9ty =25y = 1 (cizat)s(t)
dt T? iT? T
2. Derivaatan F-muunnos W
d . o’
F<—s(t)r=i2z fS(f
{dts( )} 27 fS(f)
3. Sovelletaan duaalisuutta joten
derivaatan F-muunnokseen: F{Es(t)}:%iS(f)
‘F—l{v(f)}zv(_f)‘ dt iT dfd
= v(f)
d . df
F{—v(t)r=i2zfV(f
[} izmrv)
4 d .
< F {v(f)}:—mrtV(—t)
df
14.11.2007 35

Gaussin pulssi (3/4)

5. Kootaan tulokset yhteen 6. Ratkaistaan differentiaali
Kohdan 2. perusteella yhtélo
d . d ,
o = —S(f)=-2xfT°S(f
F{dts(t)} 127 fS(f) pr (f) T (f)
ja kohdan 4. perusteella &I o g
S(f)
F d t) ;= 1d S(f 212
S Or=z g 5N = InS(f)=—7fT24C
= S(f)=exp(-zf2T?)exp(C)
eyt
Eli, ;
%ES(f):ianS(f) k =exp(C) < C =In(k)
iT* df

14.11.2007 36




Gaussin pulssi (4/4)

7. Vakio k maaraytyy Rayleigh’n energia teoreemasta

0 ©

[Is(f)f df = [|s] at

—0 —0

0

» 2
[ K2 exp(-22T2£2)0f = [ A° exp[—Zn(%) )dt

t' dt’ . :
F=Tf:t':T2f, o|f=T—2 Muuttujan vaihto

T, Y jdt o, t)’
:[Ok exp{—Zﬂ(?J JF_J;A exp[—Zz(?) Jdt

=k=AT

8. Tulokseksi saatiin  S(f)=ATexp(-zf*T?)

14.11.2007
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Gaussin pulssi -II (1/2)

e Toinen tapa:
- Kaytetdan hyvaksi integrointikaavaa

- o\
\/Z_Ljexp[—(tz /,;) Jdt:l
o, o

- Signaali

s(t) = Aexp [—7[(%)2]

- Fourier-muunnos:

S(f)= _]i Aexp[—z(%) Jexp(—iZ;r ft)dt = j; Aexp[—[ﬁ%tz +i2r ft)jdt

14.11.2007
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Gaussin pulssi -II (2/2)

- Taydennetaan nelioksi

S(f)=_|.Aexp —_I_—”z M+fz-r4 it

o)
2
% t—(-ifT?
:Aexp(—nszz)\/ﬁ( T j ! [exp —( ( )2) dt
NEY \/2—[ T J_m (T )
T —— 2|
27 N2
=1
= AT exp(-7£°T?)
1(t_ﬂ)2 ”””””” |
| exp| — dt =1
14.11.2007 }127[0'[0 777777 [ 77777 202] 39
Gaussin pulssi
e Gaussin pulssi e Fourier-muunnos
2
s(t) = Aexp[—n[%j J S(f)=AT exp(_;z('rf )2)
Pulssin muoto sailyy
Fourier-muunnoksessa
T=0.1
14.11.2007 40
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Yksikkopulssi vs Gaussin pulssi

14.11.2007 41
Konvoluutio integraali

¢ Konvoluutio

y() ®X(t) = j y(2)x(t-7)dz
e Tulkinta

X(t) y(®)

X(t) peilataan y-akselin suhteen ja liutetaan y(t):n yli

14.11.2007 T " 42
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Konvoluutio integraali

14.11.2007 43

Konvoluutio integraali

o Esimerkki:
x(t)'\ y(t)k
0<t<T e't t>0
X(t) = y(t) = (<0
O muutoin
14.11.2007 44
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Konvoluutio integraali
t-T t T Ut
Y =[erde
~L(t-1+e")
=
t-T t t
t—7
t) = —d
y(t) je —dr
1 T\ o-(t-T
=?(T—1+e Je P
14.11.2007 t-T t - 45

Konvoluutio integraali

y(t) ®x(t) = T y(@)x(t-7)dzr

0.4

0.35-

0.3

0.25-

 02-
=
0.15+

0.1+

0.05-

0 I
0 0.2
14.11.20

I
0.4 0.6

I I
0.8 1
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Konvoluutio integraali

e Tarkastellaan kahta energia signaalia u(t) ja h(t), joiden
Fourier-muunnokset ovat U(f) ja H(f).

- Signaalien valinen konvoluutio on y(t):

y(t) = /i h(r)u(t — 7)dr

- Signaalin y(t) Fourier muunnos
v = [~ ([T h@ult - 7)dr) exp(~izn frydt

Y(H= /_°:O h(r) ( /_0:0 u(t — 1) exp(—i2n ft)dt) dr

YD = [ rOUWexw( -i2nfrydr

Y(f) =HHU)

14.11.2007 47

Kertolasku

e Tarkastellaan kahta energia signaalia u(t) ja h(t), joiden
Fourier-muunnokset ovat U(f) ja H(f).
- Signaalien tulo
y(t) =u(t)h(t)

- Signaalien tulon Fourier-muunnos:

F{uOh@®} = [ uOh@e ™ "dt - T[TU(¢)eiz”¢‘d ¢]h(t)e-iz,,ﬁ i
Lu(,t)—,

_ TU<¢)[ [ h(t)e‘2”<f¢>‘dtjd¢= [U@H(T -y

—o0

H(f-¢)
- Muunnos on konvoluutio integraali

F{UON®) = [U@H(T - g9

14.11.2007 48
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Katkaistu signaali

e Tarkastellaan signaalia s(t), jonka Fourier-muunnos on

S(f).

o Katkaistaan signaalista jakso te(-T/2,T/2).

o Katkaistu signaali
t
t)=TI1| — |s(t
y(t) [T) (t)
o Katkaistun signaalin Fourier-muunnos

Y(f)= T S(A)T sinc((f —¢)T )dg

on signaalin Fourier-muunnoksen ja sinc-funktion

konvoluutio.
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Katkaistu sinisignaali

e Sinimuotoinen signaali
s(t)=cos(2zft) te[-w,00]

Js()

e Katkaistu signaali

cos(2zf.t) |t|s%
y(©) = []

0 [>T
2

(o)

B BN

o Jotta spektri ei katkaistessa levidisi, k3
katkaisuun ikkunafunktioita.

14.11.2007

ytetaan

50

25



