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= Erikoissignaalien Fourier-muunnokset
= Naytteenotto
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Fourier-muunnos

e Fourier-muunnos

V(f) = F{v(t)} 4t /o:o v(t) exp (=27 ft) di

» Kéanteismuunnos
—1 def [o° .
o) =F VN E [ V) exp (i2n i) df
« Dirichlet'n ehdot Fourier muuntuvalle energiasignaalille
I: Signaali on itseisesti integroituva
ﬂv(t)\dt<w

—o

Il: Signaalin maksimi- ja minimiarvot ovat aarellisia
jokaisella aarellisella aikavalilla te(ab)

SUp{(‘Mv"i)} {le(tiﬂ) - S(tl)l} <o, as ti < ti+1 <b

I11: Signaalin epajatkuvuuskohtia on rajallinen méaara
lim s(t.+&)=v(t. — &) =0 aarellisessa maarassa
oo +2) =V =) pisteita valilla te(-1,1)
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Fourier-muunnos

< On olemassa joukko signaaleita, jotka eivat tayta
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Dirichlet’'n ehtoja, mutta niille voidaan kuitenkin esittda
Fourier-muunnos siten, ettd muunnoksen yleiset
ominaisuudet ovat voimassa.

— Esim.

« Impulssifunktio

e Tasavirta

« Askel- ja signmum-funktiot

= Sini-signaali
Naita signaaleja kutsutaan yleistetyiksi signaaleiksi.
Yleistetyt signaalit ovat tehosignaaleja

Impulssifunktio/Diracin delta-funktio

Aarettdméan kapea pulssi, jonka pinta-ala on 1.

T St)dt = oj S@t)dt =1

Impulssifunktio 5(t) voidaan johtaa raja-arvona
pulssista, jonka pituus on ¢ ja korkeus 1/¢, kun ¢ — O.

Suorakaidepulssin tapauksessa:

. 1 _(t 1 1 1
o(t)=Ilim_, —II| — - 1 —=<x<=
(t)=tim,_,~ (gj e omx={" 2°%%32

0  muutoin
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Impulssifunktio

Suorakaidepulssi Gaussin pulssi
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Impulssifunktio

= Signaalin kertominen impulssifunktiolla
‘s(t)é(t—to):s(to)é(t—to)‘

< Naytteenotto

©

j s(t)s(t—t,)dt = s(t,)

—o0

< Signaalin konvoluutio impulssifunktion kanssa
(impulssivaste)

s ®S(t) = T s(r)S(t—7)dt = s(t)

—o0
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Impulssifunktion Fourier muunnos

e Impulssifunktion Fourier-muunnos

F{s(t)} =1

| X(t) X()

Signaalin energia on

taajuuksille

’ L

f

— Raja-arvona pulssin Fourier-muunnkosesta:

F{%H[é)}:sinc( fe)

lim, . F {in[i)}: lim, ,sinc( fz)
& &

lim,_, sin(rzfe) i, zfcos(nfe) -1
zfe xf
I’Hépital

F {An(%j} = ATsinc( fT)

— Raja-arvoja kayttden suoraan F-muunnoksen

maaritelmasta:
F{o(t)}=[o(t)e ™ dt=e " [ 5(t)dt=1

—o0 =
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‘s(t)&(t—to) - s(to)c?(t—to)‘

L S(t)ydt= Oj S(tydt=1 ,

Impulssifunktion kdanteismuunnos

e Impulssifunktion kdanteismuunnos

X(f)

FH{o(f)}=1 x(t)
Todistus _ _
FHo(f)}=[o(f)e* df =g [5(f)dt=1

0 =1

[ —
=1

e DC-komponentin (vakion) Fourier-muunnos
F{Al=AS5(f)

e Taajuussiirros
F{o(f -1y} =e*™

Todistus

!

© o

—o0

15.11

=1

FHo(f—fo)p= [ 8(F —1f)e"df =™ [5(f —1)dt=€*"™|
8

jakaantunut tasan kaikille




Sini-signaalin Fourier-muunnos

« Sinimuotoinen signaali

y(t) = Acos(2r fotdt+¢) = g (eiQﬂfOH_w + e_izﬂfot_w)

Eulerin kaavalla A v v
sinimuotoinen signaali Y(f)= —(5( f—f,)e’+o5(f+ fo)e’i“’)
; o 2

voidaan kirjoittaa kahden

osoittimen avulla, joita

taajuustasossa vastaa Spekiri: Iv(f)|

taajuussiirros. A
2

sin(t):%(e“ -e™)

1 it it
cos(t):E(e +e) _f

‘F—l {é‘( f— fo)} — e—iZ/rful
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Jaksollisen signaalin Fourier-muunnos

« Jaksollinen signaali voidaan esittda Fourier-sarjan avulla

v(t) = i v, exp[imt]
k=—0 To

= Sovelletaan taajuussiirroksen Fourier-muunnosta

F{v(t)} = ika{exp[izTﬂ(tJ}zivkg[f _k-?J ‘F{eiz”fvt}:(g(f _ fo)

Jaksollisen signaalin Fourier-muunnos saa nollasta
poikkeavia arvoja ainoastaan harmonisilla taajuuksilla.

e Integraali spektritiheyden yli antaa signaalin
keskimaaraisen tehon

TV(f)V*(f)dt: S wf=P
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Ep&jatkuva-amplitudiset signaalit

* Askelfunktio u(t)

u(t) = j o(r)dr ={

0 t<O0
1 t=0

Ep&jatkuvuuskohdan derivaatta voidaan lausua

impulssifunktion avulla

d
FUO=50)
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u(t)
1 1

u’(t)

11

Epdjatkuva-amplitudiset signaalit

+ Epajatkuvuuskohta ajanhetkella t,

%x(t) - 5'(t)+[x(tg)—x(tg)]&(t—to)

£'(t) on signaalin jatkuvan termin derivaatta,

joka tayttad Dirichlet’n ehdot

= Signaalin Fourier-muunnos saadaan integrointikeinon

avulla

t

—0

x(t) = j (cf'(r)+[x(t0+)—x(tg)]&(r—to))dr

E

jj s()d7,..dx,

1

ey

F{x(t)}=

F{f'(t)}+(x(tg)—x(tg

e

i2rzf
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Ep&jatkuva-amplitudiset signaalit

< Monta epéjatkuvuuskohtaa

EX0=£ 0+ M6 (1) FEO)+ Y A e

F{x(t)}=

AX(t) = x(t7 )= x(t;) i27 f
e Esimerkki X(t)
Issi ¢ 0 \t\>1T A
— Pulssi X(t):AHK?j: i | |
A t|<=T t
2
d 1 1 X’(t)
*X(t)=A§(T+7Tj—A6(r——T] ]
dt 2 2
l t
i2zfir  iogtlr
2 e 2 in(z fT
F{xO}=AS————= AT SINCTIT) _ aT sine(1T)
15.11.2007 i27 f zfT "

Signum-funktio

e Signmum-funktio “©
-1 t<0
X(t)sgn(t){ 0 t=0 t
1 t>0 -1
— Ratkaistaan derivaatta 5 4 O
d d
I X(t) = asgn(t) :

=[x(0")=x(0") |5(t) =[1-(-1) | 5(t) = 25(t)
— Derivaatan Fourier-muunnos tunnetaan, joten x(t):n
Fourier-muunnos saadaan integrointikeinolla

F{x(1)} =$F {%x(t)} ‘|X(f)|
N
_mF{Zb‘(t)}_i”—f ‘
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Sighum-funktio

e Tarkistetaan tulos kaanteismuuntamalla se

)

Fl{i}_ J-ieiz,,ﬂdf _ J- cos_(2;rft)df +iJ~sm(2;rft)df

izf] ‘irf L V4 iz

:_iJ. cos(27rft)df J-5|n(27rft)

+ df b
71'% J nf 1
Vi) = cos (2 ft) 2—7

zf Funktio on pariton, joten (pinta-ala) integraali sen yI‘iuznb“ o
v(-t) = —v(t)

.  sin(2n ) ) [sinc(f)df* t=0
Fl{_—}=2j—df :Zt_[sinc(th)df =

iz f S 2xf i =
—J'smc(f')df' t<0

-0

T N = Muuttujan vaihto
:sgn(t)Jsmc(f )df '=sgn(t) [ sinc(at =1
15112007 = i : 15

Yksikkoaskelfunktio

= Askelfunktio voidaan esittaa tasavirtakomponentin ja
signum-funktion avulla

1 0 t<0 sgn(t)
u(t)—E(lﬁLsgn(t))—{1 o1 1
e Fourier-muunnos — t
1 1
F{u(t)}:F{E}+F{Esgn(t)} 1 utt)
1 1
==0(f
RSN {
-1
(Ul
15.11.2007
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Naytteenotto

« Tarkastellaan jatkuvaa signaalia g(t) vain tiettyina

ajanhetkina kh, keZ

T
(1) {g(kh), kez}

Nyquistin naytteenottoteoreema:

sin(zf,(t-

9(0)= Zg(k )—(t = =

Tarkastellaan

kaistarajoitettua signaalia 9(t), Jonka kaistanleveys on B.
Jos naytteenotto taajuus f:E>ZB , niin 9() voidaan
lausua naytteistetyn S|gnaalln avulla g(kh) avulla

) Zg(kh)smc( . (t—kh))

15.11.2007
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Naytteenotto

= Alkuperéinen signaali g(t)

G(f)= T g(t)e ' dt
= Naytteistyssignaali s(t)
{1 t=kh
s(t) = .

0 muutoin

= Naytteistetty signaali g,(t)=g(t)s(t)

Fourier-muunnos

G.(f)= j g(Ds(t)e™* "dt = T o) Y S(t—khe > "dt
= i g(kh)eflhfkh (1)

15.11.2007
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Naytteenotto

Naytteistyssignaali on periodinen, joten se voidaan
lausua Fourier-sarjana

s(t) = Zskexp[u—ktj | | ]S(f)

—0

h/2 1 |
= j s(t)exp[ %tjdt—f “h %

—hIZ h

2

Nyt naytteistetty signaali voidaan Kirjoittaa muotoon
1 & 27K
NORYOEORYORPICE
k=—0

Fourier- muunnos 2

h —i2rft ” t 1 > k
G,(f)== Z_[g(t)e iz ng(t)e )dt=ﬁk;00(f—ﬁj

k —00 g k=-% o0

Poissonin summakaava (LH&(2):

2 S k
15.11.2007 Z g(kh)e """ = Z G(f _hj 19

Naytteenotto

Alkuperéisen signaalin spektri

G
/N

«—>

Néaytteistetyn signaalin spektri B

GJf):%iG[f—Kj

§<2 G, (Nf 6.(F)f
/—x*r‘x‘\ /—\/ﬁ'\/_\

Jos %z 2B, niin alkuperdinen signaali voidaan palauttaa ndytteistetysta:

<
0 muutoin
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Naytteenotto

« Jos 128, niin Nyquistin taajuutta korkeammat taajuudet laskostuvat
alenfimille eika alkuperéistd signaalia voida enda palauttaa.

G.(F)

/—m(—\

. i gl 11
Nyquistin taajuus v =75 =353
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Naytteenotto

= Naytteistyssignaali s(t)
S(t)z{l t=kh IS ()

0 muutoin |

* Naytteistettava signaali , 1
g(t) =cos(2rf;t) ‘

G(f)=%(6(f —f)+6(F+1,))

< Naytteistetty signaali
g, (t) =cos(2x fit)s(t)
Kertolasku aikatasossa
=> Kovoluutio taajuustasossa

R

,,,,,,
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S| freres

11



Naytteenotto

* Naytteistyssignaali s(t)

1 t=kh s(f)
S(t):{o muutoin | | ‘I ( i |
1 1
h
+ Naytteistettava signaali " , 1
g(t) =cos(2zft) G(f)| fo>o
G(1)=3(8(f-£)+a(f+1)) | l |
? _fs | fs
= Naytteistetty signaali
g, (t) =cos(2z f,t)s(t)
Kertolasku aikatasossa
== Kovoluutio taajuustasossa G (1)
15.11.2007 | | |1||“|1| | | »
_h h
Naytteenotto
+ Aliasointi ilmio: Yli Nyquistin . . e

taajuuden oleva signaali, ndyttdd o
néytteistyksen jalkeen alemman
taajuuden signaalilta.

/\ -0.4 “‘
il [2fy-f ol |
f \ [

N PRy
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