Luento 7

« Lineaaristen jarjestelmien analyysi taajuustasossa

— Taajuusvaste
— Stabiilisuus
22.11.2007 1

LTI-jarjestelmat

u(t)
h) y(®

= Tarkastellaan lineaarista aikainvarianttia jarjestelmaa

n n-1 m-1

d d d" d
g YO =" T YO == 8 YO+ Dy LU0 + Dy Lmm U -+ DU, n=m

e Kaytetdan pyorivaa osoitinta heratteena
U(t) — ei27z’ft
ja arvataan, ettd vaste on muotoa

y(t) = H(fe™"
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LTI-jarjestelmat

- Sijoittamalla herate seka arvattu vaste
differentiaaliyhtdl66n saadaan

n-1 m
(Izﬂ'f + a (i2rf) ]H(f)e””f‘=Zbk(i2;zf)ke””“
1=0 k=0

=

Ya(ef) | Siirtofunktio
(i22f)" +> a (27 f)

= Joten taajuudella f pyorivaa osoitin generoi vasteeksi
samalla taajuudella pydrivan osoittimen, jonka
amplitudi ja vaihe ovat muuttuneet

y(t) — H(f)ei27zft — |H ( f )|ei27zft+ia.rgH(f)

22.11.2007

Taajuusvaste

= Jarjestelman taajuusvaste saadaan syottamalla sisaan
eri taajuisia sini-muotoisia signaaleja ja katsomalla

kuinka niiden amplitudi ja vaihe muuttuvat kulkiessaan
jarjestelman lapi.

1 .
u) = 2 ft |27rft e—|27rft
(t)=cos(27 ft) = 2( + )
1 i | B i
t =—H f e|2;rft —H f e—|27rft
yO =ZH(e™ +=H (1)

y(t) =%|H ( f )|ei27zft+iarg(H(f)) +%|H ( f )|e—i27zft—iarg(H(f))
y(t)=|H(f)|cos(27z ft+arg H(f))
Lineaarinen jarjestelma ei aiheuta taajuuden

muuntumista.
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Esimerkki (1/1)

1. asteen differentiaali yhtal6

2yt =—ay()+buct)
« Ratkaisu syotteelle u(t) =e

i2zft .

y(t) — b ei2;rf!

i2zf +a
- Ratkaisu syotteelle u(t)=e>"":
b —i2zft
)=—— e
yo -i2zf+a

1 i2z —i2z
= Ratkaisu syotteelle U(t)=<305(27tft)=5(e2 "re ft):

1 b i2zft b —i2rft
t)y=— e+ e
yo 2(i27zf+a -i2zf +a
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Esimerkki (1/2)

— Ratkaisu voidaan kirjoittaa muotoon T _ab
a+ib a’+b’
y(t) _ l b(—l27z’2f + a) eiZ”ﬂ 4 b(lZiz’Z + a) e’iZ”ﬁ arg(a+ib):arclan[g)
2\ (2zf) +a’ (2xf) +a’

iZ/sziarclan( 27

2 )+ (2zf) +a’e
(27[]‘)2+a2

—i27zft+i arclan(mj
2 a

14(27f) +a’e

i2r ftfarctan( Al
a

7i27{f!+1|n:(an[ 27§ )
a

:le )+e
2 Jexty +a

= %cos 27 ft —arctan [ﬂ]
(27rf) +a’ a
MG +arg(H (f))
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Taajuusvaste

Taajuusvaste on jarjestelméan vaste sini-muotoiseen
heratteeseen.

e Siirtofunktio

H(F)=[H(H]eI 8D _ acs)emid()

— Amplitudivaste (amplitudi funktio)
A(T)=[H (D)

— Vaihevaste (vaihefunktio)

p(f)=-arg(H(f))

Vaiheviive (kantoaallon viive) [phase/carrier delay]
Vaihesiirto vastaa aikatasossa signaalin viivastymista

ta(D=p(H)/2nf

F{ot—ty)} =e 127
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Taajuusvaste

« Vasteen y(t) Fourier-muunnos: Y(f)=H(H)U(F)

« Vasteen y(1) spektritiheys saadaan impulssivasteen ja
heratteen spektritiheyksien tulona:

YO =[HO[ U

Mo Y(Hf

oM |

H(Ef

|H(f)" Tehonsiirtofunktio
= Jarjestelma suodattaa signaalia u(t)
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Boden kayrat

« Vahvistuskayra

Bode Diagram

— Tehonsiirtofunktio !
logaritmi
kulmataajuuden o=2xr
f (rad/s) funktiona N R A I S

20 log,o(|H(o/(2m)]) —

hd Vaihekayra : : HHH: [ NI e R RN TT |
— Vaihevaste asteina NIRRT ﬂﬂﬁl**:
o(f) - 180°/(r) T R

Phase (deg)

(N A IR AR L
10° 10" 10 10'

kulmataajuuden ©®=2n Frequency (adser)
f (rad/s) funktiona

¢(o/(21))
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Amplitudi ja vaihevaaristymét

= Halutaan siirtaa signaali u(t) jarjestelman lapi, ilman
etta signaalin muoto vaaristyy.
— ldeaalitapauksessa y(t)=a-u(t-t4), missa a=>0 on
vakio

— Tata vastaa taajuusvaste Y(f)=a - U(f) - eii2rfw

— Talloin jarjestelméan siirtofunktion pitaé olla vakio
H(f)=a -e-27w koko signaalin u(t) kaistalla

— Kaytdnnossa nain ei tapahdu, vaan signaali vaaristyy
e Amplitudi vaaristyma: A(f)= A
* Vaihevaaristyma: ¢(f)= 2nfr
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Amplitudi ja vaihevaaristymét

* Ryhmakulkuaika
1 d

tg(f)=——0¢(f

g(f)=o (D)

kuvaa vaiheen muutosta taajuuden funktiona.

+ ldeaalisessa tapauksessa tg on taajuudesta riippumaton
vakio.

« Vaihevaaristyma kaistanpaastodsignaalille u(t) kaistalla
(f.-B/2, f.+B/2), f. kantoaallon taajuus

tg (1)t (o)

max ‘ g
fe( f,—B/2, f,+B/2)

Aty =

f+Af . .
Ag= | dg<2mAtgaf Vaiheen muutos taajuuden
f muutoksen suhteen
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Vaihevaaristymat

= Tarkastellaan lineaarisesti moduloitua signaalia, jonka
kaistanleveys on B

u(t) = x(t)cos (27 f.t)
U(f):%X(f + fc)+%X(f 1)

« Signaali kulkee kanavan (jarjestelmén) lapi.
« Kanavan siirtofunktio on
H ( f ) _ ae—i(Z/rfrg +d sgn f)
A(f)=a Amplitudivaste
#(f)y=2zfr,+¢, >0 Vaihevaste
+ Vaiheviive
td ( f ) = Tg +—

B 2r f
< Ryhmaviive

1 de¢(f)
22.11.2007 tg(f):ﬂdif:’g 12




Vaihevaaristyméat

= Ulostulosignaali taajuustasossa [Fieos(2rft+g)f=o(f+f)e*+5(f - 1)e"]

Y(f)= H(f)U(f)=%X(f + £ )ag ot +%X(f — £ )e 2

e ja aikatasossa

y(t) = x(t—rg)cos(27rfC (t—rg)—¢d)

y(t) = x(t - r%)COS(Zﬂ' fc (t -t (\fC))) tq ( f ) =Tg+ %

Vaiheviive / kantoaallon viive

Ryhméviive
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Vaihevaaristymat

= Pelkka vakio vaiheensiirto ¢, voi aiheuttaa signaalin
vakavaa vaaristymista

, Kantataajuinen signaali 4 Moduloitu signaali

2 2 —
20 20
x =]
2 2q-om o
-4 -4
0 5 10 0 5 10

x(try)
o

22.11.2007 y(t) = x(t-7,)cos(27f, (t-7,)) 14




Esimerkki I (1/4)

= Tarkastellaan T:n mittaista jannitepulssia u,,(t), jonka
amplitudi on A.

t—I A

U, (0 = ATl —2 [ 1]

T

T

e RC-suodattimen impulssivaste h(t)=1/te"¥*, t=RC

1/t

= Ratkaistaan suodattimen ulostulo u,(t)
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Esimerkki | (2/4)

= Jannitepulssin Fourier-muunnos
T

t—— LiaaT |_gi2rf
Uin(f):F{uin(t)}:F AIl ?2 =ATsinc(fT)e 2=A

i2rf

‘F{x(t—z-)} = X (f)e

F {AH(%]} = AT sinc(fT)

e Impulssivasteen Fourier-muunnos

H(f)=F{ht)} =F{re™}= o

e Suodatettu signaali
1_e—i2/rfT

i2rf

Ui (F)=H(HU;, (F)=A H(f)
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Esimerkki I (3/4)

« Ulostulojanniteen Fourier-muunnos
1 —i27fT
Uout(f):H(f)Uin(f):AﬁH(f)(l—e 2 )

_ _ —i27zfT _ l
_X(f.) X(f)e ’ X_F_f_)_A_i V1 H(T) F J.X(t)dt <:>—_X(f)
e Ratkaistaan X(f):n k&danteismuunnos i2zf

L L
Aj—e “dt=All-e* | t>0

T

0

1
H=F " {X(H=F'"{A—H(f)}=
x(t) {(X(H)} { Ty ()}
0 t<+
« Ulostulojanniteen lausekkeeksi saadaan

uout(t) =F" {Uout(f)} =F" {X(f)_x(f)eiiznﬂ-}: X(t)—X(t—T)

‘F{x(t—r)} = X(f)e
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Esimerkki | (4/4)

e Suodatettu pulssi

0 t<0

1
Uy, () = A[l—er‘] 0<t<T
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Esimerkki Il (1/6)

e Tarkastellaan RC-suodinta

. d
© R i) =C U, 1)

Uy, (1) = Ri(t) + Uy, (1)
Uy 1) c h® 1
a Uout ®= E (uin ®- Uout (t))

Impulssivaste

d 1
—h(t)=—(5(t)-h(t
m ® RC( t-he))

:>i2”fH(f):%(1—H(f))
1

— 1
_ RC S Ly
S H(f)=—"0 h(t)= F- RC R
|27rf+E i2rfi L | RC
RC
22.11.2007 19
Esimerkki Il (2/6)
e Jos RC=1, niin
h(t) = exp(—t), t>0
H > 2 1 d !
= exp (—(2 t)dt = ——
f) /O p(—(i2nf + D) dt =
1 Lo [ HH‘ \\HH\T\ R
AN = === T
v@rf)©+1 T AU, RS
g Lo [ Lo [N
arg{|H(f)[} = atan(—27f) A
p(f)=—arg{H(f)} =arctan27f) - | | ] O
R R AN
22.11.2007 F:q;)ez;;mf 20
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Esimerkki Il (3/6)

< Ryhmaviive

1 dg(f) 1 d 1

tg(f)=——"—~=——arctan(2zf) =

< Ryhmaviiveen muutos kaistalla fe[1/(2n), 3/(2n)]

2
Aty = max |ty(f)-ty|—
9 1 3)9() 9[27[)
fe ——
27 2x

~0.3

ol
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Esimerkki Il (4/6)

« Vaihevaaristyma

f+Af f +Af
Ap= | dg=Ad= [ ty(f)2zdf
f f

f+Af
= | (;:farctan(Zﬂ f )J 2xdf = arctan((Z;r( f +Af )) —arctan (27 f)
f T

= Vaihevaaristyma kaistalla fe[1/(2n), 3/(2n)]
A¢ = arctan(3)—arctan (1) ~ 0.4636 rad ~ 26.5651°

< Ryhmaviiveen avulla laskettu ylaraja

Ag <27ty Af = 271'-0.3-22 =0.6 rad ~ 34.3775°
V4
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Esimerkki Il (5/6)

A¢ =arctan(3)—arctan(1) ~ 0.4636 rad ~26.5651°

Bode Didgram | .- 055

T - — 5
[ LT SRR [ R
[ (RN A [ R 0.45 B
g O T T T T DT TN T )
E § [ ey N [ R 0.4 4
] el e B B i B InRaiii e e R i
g (EER (R I N [(RE 035 '
= 0f —l—l+4 HIHI = + 4 FLHIH = - HHIE IO HH] : ! Atg 1
[ [ \HHHE | \EHHH\ [ I .
L1 L I T A WA L LIl ?:m 0.3 7
— R
' 0.25 B
| [ R [ R
E [ [ R [ R
oasp S!Sl UI LD LIUNG S L UL B I [ 1
g [ IR RN R R [
e [ AN R | 0.15 1
R e B I T N T R U [[ IT
P S O Y XY A Y I N T MO (NI Y ) e == o1 . . . . . . . L )
10° 107 10 Y 10° 1 12 14 16 18 2! 22 24 26 28
Frequency (radisec) ! 2wt
«— ;
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Esimerkki Il (6/6)

e Tarkastellaan heratetta

u(t) = cos(t) + cos(3t)
e Suodattomen vast on talloéin 2 —

u(t) Filtered signal | |
1
t)=H| —
-5 )

1

cos|t+argH| —

[ £ (2ﬂ]] ! /
H(i] cos 3t+argH(L]

2 2

:%cos(t—arctan(l)) os \ ‘/ \ "
1 R
+——cos(3t —arctan(3))
(1 0 A 4 6 8§ 1w 12 4 16 18 20

Time

+

Amplitude

>
=~0.2 s viive
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Taajuusvasteen tekijat

= Taajuustasossa osoittajan tekijoiden itseisarvot
kerrotaan keskendéan ja ne jaetaan nimittajan tekijoiden
itseisarvoilla. Osoittajan tekijéiden napakulmat

lasketaan yhteen ja niistd vahennetdan nimittgjan
tekijoiden napakulmat.

s-tason siirtofunktio  f-tason siirtofunktio

_ s-a . N B i2zf -a
G(s)_—(s—b)(s—c) = G@i2zf)=G(f)= (2ef b2zt o)
60| li2zf -4 (i2zf) +a?

27t =027 f ~c| - fiozty b flint ) +c
2{G(f) = £{iont —a) - £{i2zf —b} - £{i2zf —c}
/ kompleksi luvun kulma (arg)

22.11.2007 25

Taajuusvasteen tekijat

Tehonsiirtofunktio esitetaan usein desibeleina
10log, |G(F)[*) =20log,, (G( 1))

i2zf -a
=20log,, (|G( f )|) =20log;, (|i2ﬂ'f| —Z| ‘|i2”|f _CJ

:20-(10g10|i27rf —a|—10g10|i272'f —b|—log10|i27rf —C|)

PP,

log[T] =log(p,)+log(p,)—log(p,)

3

22.11.2007
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Taajuusvasteen tekijat

« Desibelin yksikké dB on suhteellinen yksikkd
= Tehonsiirron tapauksessa yksikkd on

— dBW (dB verrattuna 1 W:iin)

— dBm (dB verrattuna 1 mW:iin)

— dBp (dB verrattuna 1 pW:iin)

— dBf (dB verrattuna 1 fW:iin)

W — 10°W 200mW = 0.2W
0.2W 200mW
- 10log,,| ~2 | Z101og,, | 220
10log,, [%J = 30log, 10 dBW OB ( 10°W j Og“’[ Imw ]
=10log,, (200) dBm ~ 23 dBm
—-30dBW o2 (200)
10log,, (%) =10log,, (200) dBW ~ -7 dBW
22.11.2007 27

Taajuusvasteen tekijat

= Jannitesignaalin tapauksessa amplitudivasteen |G(f)|:n
yksikk6 on volttia V

— dBV (dB verrattuna 1 V:iin)
— dBmV(dB verrattuna 1 mV:iin)

10log,o(]G(f)|) dBV mutta 20log,,(|G(f)|) dBW

22.11.2007 28
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Vakiokerroin

= Siirtofunktio on reaalinen ja vakio
G(D]=[G.(P)=K
Z{G ()} =0, £{G,(f)}=—7 rad=-180°

Im Im
K Re -K Re

Boden vahvistuskdyra Boden vaihekdyra

deg

WK  —070 2 o=2xf
4+ ¢
Boden vahvistuskdyré deg Boden vaihekayra o
20K T/ T *
4 0 @ J
22.11.2007 -180 29
Integraattori ja derivaattori
G(f)=i2xf Derivaattorin siirtofunktio io {Im R
e
G,(f)= L =i L Integraattorin siirtofunktio >
i2rf 2rf
1
IG/(f)|=2xf, |(32(f)|=ﬁ Im
Re
. T . T >
4{G1(Jw)}255 Z{Gz(ja))}Z—Erad:@OO )

!

Boden vahvistuskdyra deg Boden vaihekéyri

| 20dB/dek 90
; 1

0

| S

Boden vahvistuskayrd deg Boden vaihekdyra o

>1<w >
22.11.2007 T 30
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Viive

= Viive aikatasossa vastaa vaihesiirtoa taajuustasossa
G( .I: ) _ e—i27rfr
=cosRrfr)—j-sinRzrf7r)
IG(F)| =ycos* 2 f o) +sin*Qzfr) =1 =1
—sin(27zf7)
cos(2zfr)

Im

Re

Z{G(f)} :arctan[ j:—arctan(tan(Zizfr)):—zzrfr

Boden vahvistuskdyrd Boden vaihekdyra

| degI o
O >
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Ensimmaisen kertaluvun termit

e 1. kertaluvun siirtofunktiot

G (f)=i2zfT+1

1 ,T>0
G(f)=——
(1) i27fT +1

= Approksimaatio Boden diagrammille

Boden vahvistuskdyrd ~ deg, Boden vaihekdyra

20dW 90 [~ /_
0 2 0 N
T 0.1 10T
Boden vahvistuskdyrd  deg, Boden vaihekéyra
0 T Q 0 .
0.1T 10T @
-ZOdW R EEREEEEEE
22.11.2007 32

16



Ensimmaisen kertaluvun termit

e 1. kertaluvun jarjestelman Boden kuvaaja
G,(f)=

i2zf +1
Bode Diagram
0 u TN o T T T
[N | PTG [N
[N | [N R [N
) e ol W 8 o s s Bt e i W3 i B A X B s [ Rl el el A A
g [N | [N I N [N
§ gl Lt LIL o p v r L EING L
2 T T TITIT 1 1T T I TITITH
=
2 [ | | |
= [ | | I !
|
|
!

Phase (deg)

22.11.2007 Frequency (rad/sec)

33

Toisen kertaluvun termit

e Toisenkertaluvun siirtofunktio

R @

GGS)=———P—— G(f)= .
®) S +2lw s+ = o0 (a);—(Zﬂ'f)z)-i-i(Zﬂ'f)zga)n

1

= Resonanssitaajuus: @, = a,/1-2¢°

1= ((27f) @) +24 (27T ) /@,)- ]

Boden vahvistuskdyrd (C=1) ¢ Boden vaihekdyrd ({=1)
‘ ‘ 0.1e, 10

@, n

n

22.11.2007
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Toisen kertaluvun termit

w0=1;
w=logspace(-1,1,100);
zeta=0.1:0.1:1;

for k=1:length(zeta)
sys{k}=tf([0 0 wo"2],[1
2*zeta(k)*w0 wo"2]);
[mag(k, :),pha(k, :)]=bode(sys{k},w);
end;

subplot(2,1,1) 10" 10° 10"
semi logx(w/w0,20*log10(mag)) oloy
xlabel (*\omega/\omega_0")

ylabel ("dB™)

subplot(2,1,2)

semi logx(w/w0, pha,w/w0, -
180*0nes(suze(w)) Tk--" )

xlabel ("\omega/\omega_0")

ylabel ("deg™)

22.11.2007 35

Esimerkki (1/2)

« Tarkastellaan jarjestelmaa

G(S)—S——:_l:>G(f) .( I27rf+l

1 i2z f2 / |27rf<‘

12 o

1/20 5 l/lgA—
Q)

22.11.2007 36
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Esimerkki 2/2

Bode Diagram

Fd-—F--1-—4

(ap) apnyuben

(6ap) aseyd

10

10

Frequency (rad/sec)

37
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Stabiilisuus

A(f)e ™

= Tarkastellaan stabiilin jarjestelmaa H(f)

Y(f)

H(f)

u(f)

-muotoista heratetta

Tarkastellaan sini

— A(f)efivﬁ(f)
cos(27zf)

H(f)
u®

A(f)cos(27f —p(f))

y®

38

22.11.2007
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Stabiilisuus

« Mydotakytkentd
ucf) 4+ ~E(f) E(f)=U(H)+H(HU(F)

H(f)

e(t)=cos(27f)—A(f)cos(2zf —¢(f))

« Jos vaihesiirtoa on 180° erosignaali e(t) interferoi
konstruktiivisesti (merkki vaihtuu)

e(t)=(1+A(f))cos(27f)
le()] > [u(t)]

22.11.2007 39

Stabiilisuus

Y(f)=H(HE(T)

u(f) E(f) H(D Y(f) H(f)
- =Y(f)= u(f)
1+H(f)

— Jos jarjestelméan H vaihesiirto on -180°, niin signaaliin u(t)
summautuu se itse A(f):lla skaalattuna rekursiivisesti

eo(t):u(t)

& (t)=A(f)e, (t)+u(t) =(ACF)+Du(t)

e,(t) = A(f)e, () +u(t) = (A*(F)+ A(F)+Du(t)
e () =(A(F)+ A7 (F)+...+ A(F)+Du(t)

= Tehdaan negatiivinen takaisinkytkenta {E(f)zU(f)—Y(f)

— Summa 1+A(f)+A(f)2+.. konvergoi arvoon 1/(1-A(f)), jos
A(f)<1, jolloin y(t) pysyy rajoitettuna

22.11.2007 40
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Stabiilisuus kriteeri

= Silla taajuudella, jolla vaihe
leikkaa -180° vahvistuksen pitaa
olla 20log10(A(f))<0 dB

= Vahvistusvara: Kuinkapaljon
vahvistusta voidaan kasvattaa :
ennen kuin takaisinkytketysta (4B N\,
jarjestelmasta tulee epastabiili

= Vaihevara: Kuinkapaljon vaihetta
voidaan jatattda ennen kuin
jarjestelmasta tulee epastabiili

Boden vahvistuskdyri

22.11.2007 41

Esimerkki I (1/2)

< Ensimmaisenkertaluvun systeemi voidaan tulkita
takaisinkytketyksi i‘rgtegraaliksi

G(f)=- K _ i27f _ H(f)
i2rf +K 1+ K 1+H(f)
i2zf
e Avoimen silmukan siirtofunktio
1
H(f)=K——
(h i2zf
22.11.2007 42
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Esimerkki 1 (2/2)

* Jos K<O se vastaa -180° vaihesiirtoa ja 20log10(]K])
vahvistusta

* Jos K=>0 se vastaa O ° vaihesiirtoa ja 20log10(]|K]) vahvistusta

IK[>1

vahvistuskiyra

des Boden vaihekiyra o
>

K[<1

90 K>0
-180°

K<0
e Jos K<1 vaihe on -270° kaikilla f, koska |H(f)]—> oo f— 0, ei
takaisinkytketty jarjestelma ole stabiili

e Jos K>1 vaihe on -90° kaikilla f, joten takaisinkytketty jarjestelma
on stabiili

22.11.2007 43

Esimerkki Il (1/2)

e Tarkastellaan 3. kertaluvun suodatinta

1
H(f)=K—— u() E(f) Y(f)
(i2zf +1)’ H(f)
« Ratkaistaan suurin mahdollinen K:n arvo, jolla
takaisinkytketty jarjestelma on stabiili
22.11.2007 44
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Esimerkki Il (2/2)

« Boden diagrammi

|
Bode Diagral

0 T T 7
IR LT | Van\V\IStUSVa\ra =~ 16 dB
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16
22.11.2007 K= 1020 =63 45
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