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Mité kasitella&n?

« signaalien ja jarjestelmien peruskasitteita

« signaali- ja jarjestelmaanalyysin perusmenetelmia
— Signaalimuunnokset, signaalien taajuusesitys

— Signaalien suodattaminen lineaarisilla alipaasto- ja
kaistanpaastdsuodattimilla

— Naytteenotto
« signaalien modulointi
Missé téallaisia tietoja tarvitaan?

. elektroniikkajarjestelmissa
tietoliikennejarjestelmissa
signaalikésittelyssa
mittaustekniikassa
saatotekniikassa
kaukokartoituksessa
radiomaarityksessa (paikannus)
jne
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Sisalto ja aikataulu

2.11. Sisalto, johdanto, signaalit ja niiden
funktioesitykset

7.11. Fourier-sarja

9.11. Fourier-muunnos

14.11. Erikoissignaalien Fourier-muunnos

16.11. Naytteenotto ja Diskreetti Fourier -muunnos

21.11. Lineaariset jarjestelmat

23.11. Lineaariset jarjestelmayhdistelmat, stabiilisuus

28.11. Lineaarinen suodatus

29.11. Epélineaariset jarjestelmat

(Huom. luento pidetadn laskuharjoitusten sijaan
klo 8-10 salissa S1)

30.11. Satunnaissignaalit

5.12. Satunnaissignaalit lineaarisissa jarjestelmissa
7.12. Modulaatiot
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800s.

« L.Balmer: Signals and systems, an introduction, 2nd
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approach, 1993, 760s. Luvut 2 ja 4. (vain DFT, FFT ja
diskreetti konvoluutio)
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Luento 1

« Signaalit
— Jatkuva- ja diskreettiaikaiset sekd -amplitudiset
signaalit
— Jaksolliset ja jaksottomat signaalit
— Teho- ja energiasignaalit
e Signaaliavaruus
— Signaalien sisatulo
— Signaalien normi, keskiméarainen teho ja energia
— Kantafunktiot
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Signaali

= Signaali on ajan, paikan tai minka tahansa
riippumattoman muuttujan mukana vaihteleva suure.
e Kurssilla keskitytaan
— Aikasignaaleihin s(t)
— Taajuussignaaleihin S(f)

s(t)
0P
°
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Signaalit

Signaali voi olla

* Reaalinen
s)eR

e Kompleksinen
s(t)=s, (1) +isy () e C

Esim.
s(t) =V, (t) cos (27 f.t) +v, (t)sin (27 f,t) Moduloitu signaali

s(t) = Re{(vI )+ iVQ (t))e—iznfct} _ Re{s, (t)e—iznfct}

5 () =V, (t) +ivy(t) Ekvivalentti alipaastosignaali
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Signaalit

« Yksidimensioinen (yksikanavainen)
s(t)
< Monidimensioinen (monikanavainen)
5 (t)

S(t) = Slft) eCn

5.0
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Signaalit

» Jatkuva-aikainen s
s(t),teR \ 4\/\'
®© \a t
Signaali on méaaritelty kaikkina ajanhetkina t

e Diskreetti-aikainen

S
R S e
t2 t;1_.,.-" |to t1 b2 ¢
S
s(k),keZ . o ¢
L Py ‘ T ] | k

Signaali on méaaritelty vain tiettyiné ajanhetkiné t, tai
tietyille naytteille k
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Signaalit

« Jatkuva-amplitudinen

Signaalin amplitudi s(t) voi saada kaikkia amplitudi-
arvoja ei-numeroituvasta joukosta A

s(t)e A
AcC

Esim. signaalin amplitudi voi saada minka tahansa arvon
reaalilukujen joukosta

« Diskreettiamplitudinen

Signaalin amplitudiarvot on rajoitettu numeroituvaan
joukkoon B

S(t) €{s;,5,,S,0--.)

Esim. 8 bitin kvantisoinnilla voidaan esittaa 28 = 256
signaalitasoa.
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Signaalit

JATKUVA-AIKAINEN DISKREETTIAIKAINEN
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Signaalit

« Aikarajoittamaton
AT >0:s(t+T)=0Wvt

SN

« Aikarajoitettu, pulssisignaali:
Signaali saa nollasta poikkeavia

arvoja ainoastaan tietylla
aikavalilla te(t,,t,)
s(t)=0, t<t,vt>t ///\\
t
-Tof2 To/2
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Signaalit

= Jaksollinen (periodinen)
v(t+ kTp) =v(t),t e R,k Z

Jaksonaika T, Amplitudi

N N TN
S NV NV Nt

Ominaistaajuus

-To/2
0 T2 =,
= Jaksoton (aperiodinen)
To — o
t
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Signaalit

e Deterministinen

Signaalin amplitudiarvo s(t) 7
tunnetaan etukateen kaikilla ajan -~
t arvoilla

= Satunnainen (stokastinen) T R

Satunnaisen signaalin
kayttaytymista tulevaisuudessa
ei voida tarkasti ennustaa.
Voidaan vain esittaa
todennékdisyys sille, etta
amplitudi on jollakin
amplitudivalilla

Pr(s(t)<s)=F(s;t)

st)
P R S T R RS
P R R -SSR TR N
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Signaalin teho

= Jannitesignaalin hetkellisteho
it) =%u(t)

Tehon kulutus vastuksessa
uo (1) R P(t) = u(t)-(t)— @(1)

« Jos kuorma siséltaa reaktiivisia komponentteja, niin
vastaava yhtalé saadaan naennaisteholle S(t)z\s(t)\2

« Mielivaltaiselle signaalille s(t):

P(t) « [s(DI?
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Signaalin energia ja teho

« Signaalin energia
d d T
B s@iP e im [ s 2ar
T—oo =T

— Signaali on energiasignaali, jos
0 < [|s(D)|? < o0

e Keskiméaarainen teho

P sy im L[ st
— Signaali on teh05|gnaall, jOS
0 < (s(t)) < o0
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Signaalit

« Jaksollinen (periodinen)
v(t+ kTp) =v(t),t e R,k Z

Jaksonaika T, Amplitudi

- N N TN
TN T N
-TO/2 To/2 Er:ni;l_?;staajuus

= Jaksoton (aperiodinen)
To — o

t
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Signaalin energia ja teho
e Pulssisignaali
, L <t<
|S(t)|<oo 0 t1 /\
=0 muutoin
b b t
— Energia
.
2 Y 1c1 1
E=tim, ,, [[s)f dt=[Jsdt <o Pulssisignaali on
o ; energiasignaali
2

— Keskiméaarainen teho
T

13 2 1% 2
P=lim, , — [ Iso) dt:limm?j|s(t)| dt=0
T

fo
2

Pulssisignaali ei
ole tehosignaali
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Signaalin energia ja teho

« Askelsignaali t
1, t=0
s(t)| =
K015 oo
— Energia . . t
. 2 . 3 Askelsignaali ei ole
E=lim,_ J.|s(t)|2 dt=lim, Jldt = 19! .
T : energiasignaali
2
— Keskimaarainen teho T
13, 1] ¢ 2
P=Ilim,_ _—||s@t) dt=Ilim,_ _—| | Odt+ |1dt
Tow T :"I| ( )| Too T :[-7 .:'l‘
2 2
“im. 1T _1 Askelsignaali on
T2 2 tehosignaali
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Signaalin energia ja teho

s1(t) = Acos (2rfot) Yksikkopulssi

1

1
fo=— _J1 It| <5

To ne) 0 otherwise
so(t) = N(t)

s3(t) = exp(—Tlt|) )

— Signaali 1 on
tehosignaali -1/2|1/2

— Signaalit 2 ja 3 ovat
energiasignaaleita
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Jaksollisen signaalin teho

« Jaksollisen signaalin keskimaarainen teho
1 TO/2 2

P=(@) =7 [ o)t
0/-Tp/2

,missa v(t) on signaali, jolle patee
v(t) =v(t+ k1p), keZ
— Jaksollinen signaali on tehosignaali

Keskimaaraisen tehon laskemiseksi
riittad, ettd tarkastellaan yhta jaksoa

/ N\ ' g Nt
-Ty/2 T2
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Sinimuotoinen signaali

= Sinimuotoinen signaali (esim. vaihtojannite)
v(t) = Acos(ayt+¢)

- A Amplitudi
- Vaihekulma radiaaneina (1 < 180°)
- ¢ Vaihesiirtyma
— g Ominaiskulmataajuus (rad/s)
wo - .
- fo= 5= Ominaistaajuus (Hz)
27

2 1 .
- Ty = “T — ~ Jaksonaika

wo fo
Acos(wot) =0, wot=2n—1)m,neZ

Acos(wot+¢) =0, wot=2n—-1)r—¢,neZ
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Sinimuotoinen signaali

TO
2 T
. V@)
1.5F
|
1 |
cos(2nwy t)
0.5+ | 1
|
T
0.5 !
|
al 1
|
1.5} 1
1
22 5 1 05 | 0.5 1 15 2
1
1
-0/w,
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Sinimuotoinen signaali

= Signaalin teho

To Ucos(x)dx :sin(x)§
:— v(t) dt—— Ccos (—t+¢]
Eofat o
P
cosz(x):( (e'*+e'x)j :%(e'z*+2+ez'x): (1+cos(2x))
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T To

2 2 2 2
p=A | |1+ cos A7 vog [t =2 |t Josin 2211 29

2T, 4. T, oT,|  4r T, B

-2 2
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Osoitinesitys

e FEulerin teoreema

exp(i¢) = cos(¢) +isin(¢), i=+v-1

+ Osoitin
Acos(wot + ¢) = Re{Aexp(ip) exp(iwgt)}
Im
A Osoitin pyorii taajuudella f,
wot + ¢

= Re
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Viivaspektri

= Sinimuotoinen signaali voidaan esittaa kahden
osoittimen summana

A cos(wot+¢) = > (exp (i(wot + ¢)) + exp (—i(wot + ¢)))

m ¥ Img }

2
wot + ¢ —wot — ¢
Re Re

Amplitudispektri Vaihespektri

A A ¢

2 2

Pl I

—fo ‘ fo —Ifo ’ fo

—¢
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Sisatulo

e Kahden energiasignaalin valinen sisatulo
T

(1 Dls2()=lim [ s1(D)s3()dt
T—ooJ=T

— Kompleksikonjugaatti

s(t) = s7(t) +isg(t), i= V-1

s*(t) = sp(t) —isg(t), i=+v-1

t)s2(t)
s51(t) ,__I s1(t)s2
s2(t) | |
d 4 (5s1(D)s2(8))
“~ =signaalien tulon alue
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Sisatulo

= Sisatulon ominaisuuksia

(s01s,0) =(s,0)s,0)

(as,(t)|s,(t)) =a(s,(t)|s,(t))

(sl(t) | as, (t)) =a (sl(t) | Sz(t))

(5.() +5,(1) 5, (1)) = (5,(t) | S5 (1)) + (5, (1) | s5(1) )
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Sisatulo

= Signaalin energia (indusuoitu normi)

EY s Y (s(se))

e Ortogonaalisuus ja ortonormaalisuus

(s1(t)]s2(t))=0 Ortogonaalisuus

(s1(t)]s2(t))=0 Ortonormaalisuus
Es; = (s1(t)|s1(2))=1
Es, = (s2(t)]s2(t))=1

$;(t) S,(t) STORA; (s1(®)[s2(t)) =0
[ | | |
— -
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Sisatulo

« Kahden jaksollisen signaalin sisatulo, kun molempien
signaalien jaksonaika on T, tai T, on niiden monikerta

(Ola)= [ nouso

* Keskiméérainen teho (indusoitu normi)

P w)y E )

= Ortogonaalisuus ja ortonormaalisuus
(v1(®)|v2(t))=0 Ortogonaalisuus

(vi(®)|va(t)) = O Ortonormaalisuus
Py = (v1(t)) = (vi(®)]v1(t))=1
Py, = (vo(t)) = (va(t)|va(t))=1
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Sisatulo

= Tarkastellaan kahta signaalia

272. ' [\ [\ //\\

0

27 | \ |
V,(t)=Acos| —t| meN" o [ /| | | |
iT \ / \
m° N2V

\

(WO ]v,(1)=0

Jos sinimuotoisten signaalien taajuudet f, ovat monikertoja, niin

signaalien sisdtulo on 0. Signaalit ovat keskendén ortogonaalisia.
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Ortonormaaliset signaalit tiedonsiirrossa

« Maaritellaan kaksi ortonormaalia signaalia

Ri=(v(H) v ()=1 Esim
P2 =(v,(t) v, (1)) =1 v, (t) = cos(a,t)
(v ()] v, (£)=0 v, (t) =sin(awpt)

= Olkoon I, ja I, kaksi informaatiosymbolia
(esim. +1 tai -1)

= Muodostetaan ldhetettava signaali s(t)
s(t) =1y, (1) + 1,v, ()

 Kohinattomassa tapauksessa vastaanottimessa

informaatiosymbolit saadaan ratkaistua lahetteesta s(t)
kayttaen sisatuloa

(s v®)=1,
(s®1v.®)=1,

S-72.1110 Signaalit ja jarjestelméat 5 op TKK Tietoliikennelaboratorio 32

16



Signaaliavaruus

= Signaaliavaruus on normillinen avaruus, jonka normi on
sisatulon indusoima

s Z (s()]s(1))

e Signaaliavaruus muistuttaa vektoriavaruutta, mutta
vektorien sijaan avaruuden elementit ovat signaaleita
(funktioita)
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Signaaliavaruus

« Maaritelldan K lineaarisesti riippumatonta
kantafunktiota ¢,(t)

4 (), k=12...K

> W (t)=0 jOS]javainjos w, =0, k=12,..K
k

« Kantafunktiot virittavat K-dimensioisen signaali-
avaruuden, jonka elementit voidaan esittaa
kantafunktioiden lineaarikombinaationa

X(t) = Zcmk (t)
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Signaaliavaruus

< Kanta on ortogonaalinen, jos

>0, k=I
CAC IO PSR

ja ortonormaalinen, jos

1 k=I
0 k=l

(¢k<t>|mt>>={
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Signaaliavaruus

= Approksimoidaan signaalia s(t) ortonormaalin kannan

{3} avulla
s(t) ~ D¢, (1) 2 8(1)
k
= Valitaan painokertoimet {c_k} siten, etta erosignaalin
§(t) =s(t)—5(t)
normin nelid (energia / teho signaalityypista riippuen)
minimoituu
. ~ 2
min,, | s
= Normi voidaan lausua sisatulon avulla

ls@|° =Hs(t)—2ck¢k (t)“ =[s(t)—chqﬁk(t)‘s(t)—chmt)]

=|ls)[f —[s(t)‘Zcmk (t)] —[Zcmﬁk (t)ls(t)j+“2ck¢k (t)“
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Signaaliavaruus

e Tarkastellaan normia
2
BOI =X et ® =X > cc (4O 141)
k k I
— Kanta on ortonormaali, joten

1 k=I
(¢k<t)|¢z(t))={0 o
ja

s - Hzckmo

2
=2 [af

k
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Signaaliavaruus

e Tarkastellaan summaa

(5015, 1) = (s, ®]5,1)
s[> cd ) |- D e @)]s(t) (as,()[5,(0) =a(s, O] 5,1))
X « (s,0]as,®) = (5,t)|5,(1))
(5,0+5,0[5,0) = (5.0 [5,0)+ (5.0 [5,0)

=> ¢ (s®la ®)->c (4 M®)]st))

=3¢ (s®)d ) - ¢ (st ©))

K
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Signaaliavaruus

« Erosuureen normi voidaan nyt kirjoittaa muotoon

[s@I =[s®- X e O] =

= s - X (sl ®) -2 e (sOh M) +Xcc,
k k k
C
= Kertoimet ovat kompleksisisa ¢, =c , +iC;, \, joten
minimi voidaan ratkaista reaali ja kompleksi osan
suhteen derivaatan nollakohdista
d
dcre,k

d
dc,

im,k

Iso[ =0

[swlf =0
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Signaaliavaruus

= Derivaatan nollakohta:

SO =[SO = (Crese = 1€ ) (SO ) =2 (o +iCe ) (SO 1)) + (2, +C2, )

k

d
dc,. .
d
[o[oM

G =] (5014, ©)+ (5014 ©) ]

5O = (s )~ (s®)]d, ©) +2c,, =0

[s®I =i(s®)]d,®)-i(s®4®) +2c,,, =0

G =5 (SOIO)-(sOO) | S (196
C =Crey +iCin :(s(t)‘%(t)) 7 7_1(2_2*)
¢ =(s®]4.0)

= Kyseessa on aito minimi, koska

d 2 d 2
—|S@®)| =2>0, ——[S(t)| =2>0
e kO =250, Zfsof =2>

T i
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Signaaliavaruus

= Kun ¢, =(s)|4(t)) , virheen normiksi tulee

=[5 250 (SO 0)+ Xl

sl =

(02640

s =lsof - e[

= Tastd voidaan johtaa Besselin epayhtalo

[SOF = s - Zlel" = s = Xl +[s@l

[s®[ = X e[
k
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Signaaliavaruus
- Energiasignaalit * Tehosignaalit
E, =[so)f P, =[s)f
E; =[SO = Xlo. P =[5l =§Ick|2
k
E, —E -3 P=E-2laf
k
e JosE,=0 e Jos P.=0
Parsevalin teoreema Parsevalin teoreema
€, = Ylaf P =Yl
k
42
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Fourierin eksponettisarja

= Jaksollinen signaali s(t)
s(t)=s(t+T,)
e Ortonormaali kanta

¢k(t)=exp[i2”ktj k=..,-2-10,12,..
¢ =(s®)]a ) :%i s(t)g,” (t)dt = T—loias(t) exp[— 2{" tjdt

2 2
Tahan palataan seuraavalla luennolla

Kannan muodostaa
erisuuntiin ja eri taajuuksilla
pyorivét osoittimet
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Walsh-funktiot

= Pulssisignaali aikavalilla (0,T)
- K-dimensioinen ortogonaali kanta  Sovelluksia
- kanavointikoodaus CDMA-
& () =W, (t) jérjestelmassd
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ‘ - kuvion tunnistus ja kuvankasittely
{1 0<t<1: -

0 muutoin|

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
I

1W2n+p(t) =Wn (Z(t +Z

S-72.1110 Signaalit ja jarjestelméat 5 op TKK Tietoliikennelaboratorio 44

22



Muita ortonormaaleita kantafunktioita

S-72.1110 Signaalit ja jarjestelméat 5 op

E;uerrerll(iuorjlfg)’t L (1), - It_ee?_elr?g]ren funktiot P, (t),
Vk(t):“p[”t]%(t) 0= k2RO
exp(-t) d* 11 d K
LO= k(l )dtk (t“exp(-t)) iPk(t)f?k'dtk (t2-1)

Hermiten funktlot Hk(t) - Tsebysevm funktlot C. (D),

(HDLLO=CK1-OLO K0 KHDRLO = DRO-KR,0)

te(oo,0), k=0,1,2,.. ° te[-1,1], k=0,1,2,...
1 i .
a@(*fﬁ) § § 4£7liﬁ‘jc t k=0 |
4, () = anf/_ H, () : :¢(t): \/;( ) “Colt) i
Wr k 1 |
| . d* i \E(l—tz)’ick(t) k=12,...
H (0)=(-1) exp(—tz)w(exp(—tz))i | P
| i G, () =2C, (1)-C,, (1), k>1
HaO=2HO-2kH,, 0 ico (t)=1,C,(t) =t
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Hermiten polynomeihin perustuvat kantafunktiot Y Legendren polynomeihin perustuvat kantafunktiot )
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HWHHR ! 1 I
| ! 1T AT Al i
1y { I \ 7 I
] A B\ AT I N L~ ]
f i s /
0 == ] 7 =
L T
Ot i Y | 4 /
J T UL I ] I
/ / \\ r’; 1\ »\ . S _aniE Tn=3l
En=s] R ALY Y, # n?lﬁ; — —
— |
0.5 ——— 7 Y -
ERERENT 1
5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 -1 -0.5 0 0.5 1
N t N t Y
Géebyshevin polynomeihin perustuvat katntt'=1fUn|<ti0t\(I_aguerren polynomeihin perustuvat kantafunktiot A
i T { i
i\ =3 1 n=1 1 } ‘
10 1 n=4| —— A 0]
g [Sli=s: a
05 Il I |||
i i 05 \‘ n=2
I T 1
0 H | | n
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Gram-Schmidt proseduuri

< Muodostetaan ortogonaali kanta K:sta lineaarisesti
riippumattomasta signaalista {g, (t)} Se osa signaalista g (),

() = g, (t) joka voidaan selittda
* "gl(t)" lineaarikombinaationa
kantafunktioista ¢,(t), 1=1,2,..,.k-1

¢ =(9.®]4®), 1=1,2,.k-1

&k(t):gk(t)_icmﬂ(t), k:2,3,...K
O

() =

200

&2 =0, _(gz|¢1)¢1

Normalisoidaan
muodostetun signaalin
energia /teho

S-72.1110 Signaalit ja jarjestelméat 5 op TKK Tietoliikennelaboratorio 47

Gram-Schmidt proseduuri

= Tarkastellaan signaaleita {g,(t)}

g, (t) g,(th
1 —‘ 1
1 1 2 3t 1 2 3t
9, (t) 9, (t)
1 1
. uz 3t 1 1 2 ‘3 t
g,(t) =-2g,(t) +g,(t)

.
E, :"gk(t)llz :_“gk(t)lz dt=E=E =2 E,=E =3
0

S-72.1110 Signaalit ja jarjestelméat 5 op TKK Tietoliikennelaboratorio 48
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Gram-Schmidt proseduuri

e Ortonormaalit kantafunktiot (signaalit)

¢1l(t) A0)
1 1
ol ]
1 2 3t _1’ 1 2 3t
¢ (1)
=l
A W
2

= Signaalijoukko {g,(t)} sisalsi vain kolme lineaarisesti
riippumatonta signaalia, joten kantafunktioitakin on

vain kolme
S-72.1110 Signaalit ja jarjestelméat 5 op TKK Tietoliikennelaboratorio 49
Gram-Schmidt proseduuri
= Signaalien esittaminen kannan avulla
g, (t) =~/24,(t) Vektori esitys t
1 1 ¢2
9, (t) =v24, (1)
95(1) =V24,(0) + 4,1 V24
9. (t) =—/24, (1) + (1) —~2 V2

S-72.1110 Signaalit ja jarjestelmat 5 op

?s

G (0) (V2] (2
g,=0|g,= ‘/E .9;=| 0 |,g,=| O
0 0 1 1

E :HngZ' E, =H92H2 =2, E :H93H2 =3 E, :HQSHZ =3

TKK Tietoliikennelaboratorio
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