Luento 10

< Todennékdisyyslaskentaa
— Otosavaruus, tapahtuma ja todennékdoisyys

— Ehdollinen todennakdéisyys, tilastollinen
riippumattomuus, Bayesin teoreema,
kokonaistodennakdisyys

— Odotusarvo, varianssi, momentti
e Stokastiset prosessit
— Stationaarisyys ja ergodisuus
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Otosavaruus, tapahtuma

= Otosavaruus (sample space) () on kaikkien
mahdollisten alkeistapahtumien (sample) @ joukko.

e Esim. 1. Nopanheitto Q={1'2v3*4’5’ 6}

* Esim. 2. Lahetyspuskurissa olevien pakettien
lukumaara ¢ = {0,1, 2, } =7

- Esim. 3. Puhelinkestoaika ©={x€R[x>0}

- Tapahtumat A,B,C,.. (events) ovat otosavaruuden
mitallisia osajoukkoja A,B,C,...c Q

— Mahdoton tapahtuma esitetdan tyhjalla joukolla g

— Varma tapahtuma esitetdédn koko otosavaruudella ¢
e Esim. 1. Nopan silmaluku on seitseman A=y
e Esim. 2. Puskurissa ei ole paketteja A:{O}
« Esim. 3. Puhelu kestaa korkeintaan 120 s

A={xeR|0<x<120}
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Otosavaruus, tapahtuma

= Yhdiste (union) AUB

« Leikkaus (intersection) A(B

= Komplementti (complement) A°® = {a)eQ|a)g A}

e Tapahtumat ovat toisensa poissulkevia (disjoint), jos
ANB=J

- Kokoelma {B} tapahtumia muodostaa tapahtuman
osituksen (partition), jos

BNB, =2 A [~
B, =A L)
i A L
Bl Q Q
B, AUB ANB
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Todennakoisyys

< Tapahtuman todennakoisyys on sita vastaavan joukon
mitta Pr:3+[0,1], misséa 3Jon kaikkien tapahtumien
yhdiste.
i) Pr{Q}=

{AUB} =Pr{A}+Pr{B}-Pr{ANB}
iv) Pr{A°}=Pr{Q\A}=Pr{Q}-Pr{A} =1-Pr{A}
iv) Pr{A}=>Pr{B;}, A=(JB;,BNB=0

e Ehdollinen toldennéikmsyys

Pr{AB} = % Pr{A|B}Pr{B} =Pr{B|A}Pr{A}
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Todennakoisyys

Kokonaistodenndkdisyys

= Olkoon {B }otosavaruuden € ositus

= Tallgin {B;NAjon tapahtuman A ositus: A=JANB; ja
Q i

Pr{Al="> PriANB.
= Ehdollisen todennékdisyyden
lausekkeesta saadaan A
Pr{A‘Bj} :m
Pr{B,}
& Pr{ANB,}=Pr{AB|Pr{B} B, B,
« Kokonaistodennakoisyys voidaan siis Kirjoittaa muotoon

Pr{A}:zj:Pr{A|Bj}Pr{Bj}
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Bayesin kaava

= Olkoon {B }otosavaruuden € ositus; talloin

Pr{A|Bi}:PrF;{rA{gi}Bi}
_Pr{ANB} _ Pr{AB}Pr{B}
Pr{B |A} = PriA] :>Pr{Bi|A}_W
Pr{A} = Pr{AlB}Pr{B,} :
— a priori todennakdisyys Pr{A[B |

— a posteriori todennakdisyys pr{B |A}
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Tilastollinen riippumattomuus

- Maaritelma: Aja B ovat riippumattomia
(independent), jos Pr{ANB}=Pr{A}Pr{B}

e OlkoonA ja Bbe riippumattomia tapahtumia, talléin

Pr{AlB} = Prér‘;g}B} _ Pr{:}{:}{B} _pr(A
Pr{B|A} = PrérA{Q}B} _ Pr{:}{FX}{B} _pr{g)
30.11.2006

Esimerkki. Binaarinen siirtokanava

« Valitaan lahetettava bitti satunnaisesti
Pr{lahetettava bitti on 1} =1 Pr{lahetettévé bitti on 0} = q

= Bittivirhetodenné&koisyys Pr{bittivirhe} = p

1 D 2

« Oikein ja virheellisesti lahetettyjen bittien
todennakoisyydet
Pr{vastaanotetaan 1lahetty 0} = Pr {bittivirhe} = p
Pr{vastaanotetaan 1|lahetty 1} =1-Pr{bittivirhe} =1- p

e Kuinka hyvin voimme luottaa vastaanottimeen?
Pr{lahetetty 1|vastaanotettu 1} = ?
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Esimerkki. Binaarinen siirtokanava

= Sovelletaan Bayesin kaavaa

Pr{lahetetty 1|vastaanotettu 1}
~ Pr{vastaanotettu 1|lahetetty 1} Pr {lahetetty 1}
~ Pr{vastaanotettu 1|lahetetty 1} Pr {lahetetty 1} + Pr {vastaanotettu 1|lahetetty O} Pr {Ihetetty O}

(1-p)g
(1-p)a+p@-q)

= Jos molemmat bitit yhtatodennakoisia
Pr{lahetettava bitti on 1} =1 Pr {lahetettavé bitti on 0} = q=0.5
Pr{lahetetty 1|vastaanotettu 1} = Pr{vastaanotettud|lahetetty 1} =1 p
= Jos bitti O on kaksikertaa niin todennékdinen kuin 1
Pr{lahetettava bitti on 1} = q=1/3

Pr{lahetetty 1|vastaanotettu 1} = =p
1+p
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Satunaismuttujat

« Diskreetti satunnaismuuttuja X voi saada vain arvoja
jotka kuuluvat numeroituvaan
— Esim. X €{0,1,2,...,}
= Jatkuva satunnaismuuttuja X voi saada saada arvoja ei
numeroituvasta joukosta.
. P (x)
— Esim. X e{x|0<x<1

* Kertyméafunktio 1

P (x) =Pr{X <x} i
» Tiheysfunktio (jakauma) T 0 1

d
X)=—P, (X p(x)

p(x) ™ % (X) !
e Todennakdisyys

Pr(x, < X <x) =I p(x)dx 0 I
30.11.2006 Xg 10




Pistejakauma

 Pistejakauma on tapa esittaa diskreetti jakauma

p(x):Zk:Pr{X =X }(X=x,)

1 p(x):%&(x)+%5(x—l)

— Esim. Nopan heiton pistejakauma

p(x):kZZPr{X :x}&(x—k):%gé(x—k)
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Tunnuslukuja

« Odotusarvo (expected value)
— Jatkuvalle jakaumalle

uy =E{X}= j Xp(x)dx
— Pistejakaumalle (diskreeteille satunnaisluvuille)

py =E{X}=> xPr{X =x}

xeQ)
e Varianssi (variance)

— Jatkuvalle jakaumalle

oy’ =var{X}=E{|X _E{X}F}ZDX_E{X}F p(x)dx

— Pistejakaumalle

o' =var{X} =E{[x —E{X}|2}=§2|X —E{X}[Pr{X =x]

12
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Tunnuslukuja

Keskihajonta (standard deviation)

oy =yJvar{X}

Kovarianssi (covariance)
cov(X,Y) =E{(X —E{X})(Y -E{Y})}

= Korrelaatiokerroin (correlation coeffisient)

L ElEpa e
L el e((v-em)]

< Momentti (moment)

mi =E{X*}

30.11.2006 13

« Kuvaa yksittaista satunnaiskoetta, jonka tuloksena on
onnistumenen 1 todennakoisyydella p tai
epaonnistuminen todennakoisyydella 1-p.

= Pistetodennakdisyydet
Pr{X =1}=p, Pr{X=0}=1-p
* Odotusarvo
E{X}=1Pr{X =1}+0Pr{X =0}= p

var{ X} =E{(X ~E{X})’}
=E{X?}-(E{X})"=p(1-p)

30.11.2006 14




e Onnistumisien lukumé&ara n:ssa perattaisessa toisistaan
riippumattomissa kokeessa.

X e{O,l,Z,...,n}

« Pistetodennékdisyydet ) —
n n n! Binomitekijé
PrixX =kj}= {k] p (1- p)mk k)~ (n—k)tk1 (binomial coefficient)
- Kertymafunktio Nl=1e2¢. on Kertoma (factorial)

n

prix <=3} | @)

k=0
. Odotusaﬂrvo
E{X} =Y kPr{X =k}=np
k=0
e Varianssi
var {X} = -
30.11.2006 (2-p) 15

= Tarkastellaan Binomijakaumaa kun n kasvaa rajatta
— Olkoon

a
p=—, O<a<n
n

— Talloin

n! a) al™ .
SNV S

_ _ K n -k K
_(n—k+1)(n-k+2)..na (1_EJ (1_3) N

n* k! n n k!
— Koska
—k+1)(n—k+2)... A Ly (W
(n +)(:k +2) n_n‘+n nk( )+ N
1—Ej —e?
n
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e Oletusarvo

. o g of = ix_k Maclaurin
E{X}:kar{xzk}:zkﬁefa &) sarja
k=0 k=1 - =
e k-1 o k-1 @ k
) =ae”y AP ol
Sk Ak &

- 2. momenttki )
E{XZ}:ZkZa—e’a=Zk2a—e’a:ae"°‘2(k—1+1) a
o k! o k!

& (k—1)!

o k 0 o k
=ae™® (kJrl)a—:ae’a Zka—e’a+z% =a(a+l)

k=0 k l k=0 k I k=0
e Varianssi ¢

E{(X~E{X})"} =E[X*}~E{x}" ~a(a+1)-a’-a

30.11.2006 17

= Esimerkki.
— Uusia puheluita saapuu puhelinvaihteeseen Poisson
jakautuneesti intensiteetilld 4 puhelua minuutissa.
— Ratkaise kahden perattéisen saapuvan puhelun
aikaeron jakauma. I I I

T

— Ajassa t saapuu k puhelua todennakéisyydella
k
Pr{X :k;t}:%e”"t
— Saapumisaikojen ero on pienempi kuin t, jos ajassa t
saapuu vahintadn yksi pyhelu
PriT <t} =1-Pr{X =0;t} =1-e™*
— Jakauma saadaan derivoimalla:
p(t) :%Pr{T <tp=1e™
30.11.2006 18




e Jakauma

p(x)= e x>0 .
0 x<O0 o

e Kertymafunktio
Pr(X <x)=1-e™, x>0

e Muistittomuus

Pr(X >x+y|X >x)= PriX>x+y,X >x|

Pr{X > x}

PriX >x+yl g*
) P{r{X>x}}= g =g =PriX >y

30.11.2006 10

Tasajakauma

e Jakauma

1
—— a<x<b
p(x)=41b-a , a<b
0 muutoin

e QOdotusarvo
b 2 2 _
E{X}:J‘ X dX—lb —-a _i(b a)(b+a) £(b+a)

'b-a  2b-a 2 b-a 2
3 _ 2 2
E{Xz}zj‘ X2 dx:lb _a3zl(b a)(b +ab+a ):E(b2+ab+a2)
-b-a 3 b-a 3 b-a 3

var {X} = (b—a)(%(bz +ab+ az)—%(b2 +2ab+b? )) = _(blza)

30.11.2006 2
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Kvantisointivirhe

« Tarkastellaan signaalin A/D-muunnosta kayttaen
tasavalista kvantisointia

« Kun kvantisointitasojen lukumaara on riittavan suuri,
voidaan katsoa etta signaalin on Ax suuruisella valilla
tasan jakautunut riippumatta siitd, mika on koko
signaalin todennéakoisyysjakauma.

- Kvantisointivirhe y
£=y-X on tasajakautunut valille (0,Ax)
E{c}= Ax/2
var{e}= Ax?/12

30.11.2006 21

Terminen kohina metalli johtimissa

e Johtuu varautuneiden partikkelien (elektronien)
satunnaisesta liikkeesté johtavassa aineessa.

* Olkoon lampdtila T Kelvinié ja johtimen resistanssi R
Ohmia, tall6in elektronien liike saa aikaan
Normaalijakautuneen jannitteen jonka u keskiarvo on 0V
ja varianssi on T Iampétila

2 - -
Efu) = 2(7;';T) R ~19.102T?R k Bolzmannin vakio

h Plankin vakio
nelidvolttia.

30.11.2006 22




Normaalijakauma N( o)

e Jakauma

1 -
D(X)—\/Zae -
e Odotusarvo o
(X} =
= Varianssi "
var {X} = o oo
= Kertymafunktio S -
Pr{sz}:m:‘;e 207 g
30.11.2006 ”

Satunnaislukujen summa

« Tarkastellaan kahden satunnaisluvun summaa

Y=X,+X,

joiden kertymafunktiot ja todennakdisyystiheydet ovat
Pr{X, <x}=PR,(x) Pr{X, <x}=P,(x)
d
SRR R0 = P9

— Ratkaistaan ensin ehdollinen todennakdisyys
Pr{Y <y|X, =%} =Pr{X, <y—x,} = R(y-x,)

— Kokonaistodennakdisyys saadaan integroimallaX;:n
jakauman yli

Pr{Y <y} = [ Ry(y =) P (x)dx,

— Tiheysfunktio saadaan tasta derivoimalla

d L .
P(Y) =d*yPF{Y <y} = [ Paly=2%)P(%)dx, Konvoluutio integraali

30.11.2006 24
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Keskeinen raja-arvo lause

(Central limit theorem)

Olkoon X;,X,,...,Xy joukko riippumattomia satunnaissuureita.

Satunnaissuure X;:n todennédkdisyystiheys p;(x) voi olla
mielivaltainen kunhan sen odotusarvo p; ja varianssi ¢;> ovat
rajoitettuja. Summa

5

i=1 O_i

lahestyy N(0,1) jakaumaa kun N— .

lim,_,,, Pr{Z, <x}=®(x)

N—x©

X t?
D(x)= I%effdt
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Keskeinen raja-arvo lause
« Tarkastellaan N tasajakautuneen U(0,1) muuttujan
summan todennakoisyystiheytta
1
N=1/
0.9 R
/ \N:2
0.8 il
0.7+ / N :3 4
06} / /( \/\(—\ 1
0.5+ / ) // '/ \\ 4“8 \ il
/ /! Ao \/ \\/\"NZB
BN T SRR |
0.3F / (, !‘ /“k\ I, “\ \ NN
0.2 / A T X \ \\ . 1
/ // /J/ / ’/J\ /,/ \\ \\'\ \ A V\\
0.1] , K /J‘ ,, /‘/\E //4 ' \\ \\ N . B
0 _ 7 /:r_’f/;/:/ \/ \1 \\kJ\\;F\\ e
0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Normalisoitu Normaalijakauma

Taulukoista Idytyy N(0,1)
jgggfezdt

Yleisesta tapauksesta padstaan tahan muuttuhjan
vaihdolla
X—H
o

y:

Usein tarvitaan hantatodenndkdisyytta (tail probability)

<
N‘N

Q(y)=Pr{Y >yl =1-Pr{y L Te dy

27r

30.11.2006 27

Normalisoitu Normaalijakauma

2

Te_7dy

Q(x)

0 . . . . .
30.11.2006 X 28
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Kompleksinen normaalijakauma

e Tarkasellaan
satunnaissuuretta y

z=x+iy=re” xy~N (O,o-z)
— Satunnaissuure u=12z"=x"+y’
on exponenttijakautunut '

1 1
p(u) = exp(—?‘zuj, u>0

20°

— Satunnaissuure r=|z|=/x* +y?
on Rayleigh-jakautunut

r 1,
r)=—exp| ——r°|, r=0
p(r) = Lrerp| 5o
— Satunnaissuure ¢
on tasajakautunut

p)=—, 0<g<2z
2r

30.11.2006
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= Olkoon X normaalijakautunut satunnaismuuttuja, talloin

Y =e“*,a>0 on log-normaalijakautunut. Eli, Y:n
logaritmi on normaali jakautunut.

Prie” <y}= Pr{X <L y}: P, (lln yj
(04 (04

11 1
pY(y)=——px(—lnyj, y>0 e
ay a

30.11.2006
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e Jakauma

ab®
p(x):F, b>0x>b Sl
a muoto parametri (shape parameter) 2\
b skaalaus parametri (scale parameter) >
. ||
e Kertyméa 15|

Pr{X <x}:1—(%j , x>b

e Odotusarvo
ab

— a>1
E{X}=4a-1 g _
o a<l Pareto-jakauma on ns.
e Varianssi paksuhéntéinen (heavy
ab? tailed) jakauma.
—— a>2
var{X}=4(a-1)"(a-2)
30.11.2006 0 as<?2
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« Olkoon X, ja X, satunnaismuuttujia.
* Todennakdisyytta tapahtumalle (X< N{X, <%,
merkitaan Pr{X; <x, X, <X,}
* Kertyméafunktio
P (X, %) =Pr{X, <x, X, <X}

* Yhteisjakauma
2

0
D(Xilxz)=a)(17|°(x1’xz)
2

e Todennakdisyys

Pr{xio < xl < X1 Xy < Xz < le} = I I p(xl’xz)dxldXZ

= Yleistaminen N:lle muuttujalle on triviaalia.

30.11.2006
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Ehdollinen todennakdisyys

= Ehdollinen todenné&koisyys
Pr{X < X; < X, Xpo < X5 < Xy}

Pr{xy < X, <X [Xp < X, < Xy } = P < X, <]
20 2 21

X1 X1

[ P (%%, o,
— %0 %0

X1

Ip(xz)dx2
= Ehdollinen jakauma
P I p(X1vX2)dX1
p(X1|X2):a—PI’{X1<X1|X2<X2}=”°XZ—
X
| p(x ),
30.11.2006 33

« Esimerkki: 2-dimensioinen Gaussinen jakauma

1 [(X1_771)2_2p12(x1_771)(xz_772)+(xz_772)2]]

P(X, %)= exp| -
( ) 2”0'10'2\/17p122 [ 2(1_/0122) 1 0,0, o,

E{Xiz} =T E{Xzz} =1,
E{(Xl_ﬂl)z} =y, E{(X1 _771)2} =o;
E{(Xi 7’71)()(2 *772)} = P00,

E{%[x =x}

— Jos p, =0, niin satunnaismuuttujat ovat
riippumattomia.

— Jos P.=1, niin X =ax+bh, abeR

30.11.2006 34
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Stokastiset prosessit

* Stokastinen prosessi on joukko satunnaismuuttujia
{X(t,w),teT,weQ} , jota indeksoi reaaliarvoinen parametri t
(yleensa aika)

e Indeksijoukkoa teT kutsutaan prosessin
parametriavaruudeksi.

e Jokainen yksittdinen satunnaismuuttuja on kuvaus
otosavaruudesta reaali- (tai kompleksi-) tasoon.
Alkeistapausta ¢ Vvastaavaa parametrisoitua joukkoa
kutsutaan satunnaisluvun X (t)
realisaatioksi/trajektoriksi/poluksi.

« Usein kaytetdan laiskaa notatiota ja samaistetaan
stokastinen prosessi sen realisaatioon.

30.11.2006 35

Stokastiset prosessit

= Tila-avaruus (state-space) on X (t) :n mahdollisten
lukujen joukko. (vrt. satunnaisluvun otosavaruus)

— Tila-avaruus on diskreetti, jos tilojen lukuméaara on
rajallinen tai numeroituva
Diskreettitilainen/Diskreettiaikainen
prosessi/sekvenssi/ketju(chain)
{(X(t)}, te{tut,t,,..}
— Tila-avaruus on jatkuva, jos aikaindeksi kuuluu ei-
numeroituvaan jatkuvaan joukkoon

Jatkuvatilainen/Jatkuva-aikainen
prosessi X(t), te(0,]

30.11.2006 36
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Stokastiset prosessit

= Tilastolliset ominaisuudet ovat ajan funktioita
— Kertyméafunktio

P (x;t) =Pr{X(t) < x}

— Tiheysfunktio

Py (X;t) =%PX (x;t)

30.11.2006
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Stokastiset prosessit
— Odotusarvo
n,(t) = E{X(t)} = T Xp(x, t)dx
- Autokorrelaatio_w
Bt = E{X WX @)} = | [ %P (% bty i,
— Ristikorrelaatio
8 (6 = E{X@Y 1)} = | [ op(x yitt,)dxay
— Autokovarianssi o
Catt) = E{(XW-E{X WP)(X &) ~E{X®)}) | = gt =7, (L) (1)
— Ristikovarianssi
Cy () = E{(X @)~ EX @P)(Y (&) - E{Y©)}) | =, () -7, (1), (1)
30.11.2006 38
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Stationaariset prosessit

« Kaksi stokastista eivat korreloi, jos
By (L) =E{X Q)Y (1)} = E{X W)} E{Y )} =n,t)n, )

Cov,, (t,,t,) =0
 Kaksi stokasista prosessia ovat ortogonaalisia, jos
¢xy(tl’t2) :0

= Jos stokastisten prosessien valilla on lineaarinen
riippuvuussuhde YO =ax(®)+b

¢xy (tl’tZ) = a¢xx (tl’tZ) + bnx (tl)

Cov,, (t,,t,)

1 . .
¢xx(t11t2)¢yy(t11t2) Korrelaatiokerroin

30.11.2006
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= Tarkastellaan saapumis prosessia, jossa asiakkaita
saapuu intensiteetilla 2 siten, etta aikavalissa (0,t)
saapuu k asiakasta todennakdisyydella

Pr{x(t):k}:@e’l‘

- Saapuneiden asiakkaiden kokonaismaara X(® on
stokastinen prosessiX(0)=0

— 1. ja 2. momentit

k

_ v A
m(t)—E{X(t)}—gojk o=t

x(t)

7.(t)

k
(T(tl) e =A%+ At(a+1) I

E{Xz(t)}:ik

E{X(tl)_x(tz)} =l(tz _t1)

30.11.2006
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* Autokorrelaatio
B (tt) = E{X W)X ()} = E{(X(t) =X 0))((X (&)~ X (@) +(X (t,) - X (1))}, =t

= E{(XW-X©@)"}+ E{(X )~ X O)} E{X () - X ()}
=X+t +AtA(L )
=t +2%t,

Muuttuja X(t,)-X(t,) on riippumaton X (t,)- X (t,) :sta.

-— >
— >
vt t
XB)-X)  XE)-X@)
30.11.2006 41

= Yhteisjakauma ja kertyméafunktio
P(Xt) = P(X, Xy, Xgi b By by )
P (1) =Pr{X (t) <%, X (t,) <X, X (t,) < %, }
X=[X(t) X(t) .. X(tn):lT, x=[x % . x[
t=[t, t, .. t]
e Jos X(t):t riippumattomia, niin
p(x;t) =T p(x.t) PcOat)=]]Pr{X(t)<x]
k=1 k=1
« Jos satunnaissekvenssi on stationaarinen

P (X t+7) =P, (X 1)

30.11.2006 42
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Stationaariset prosessit

e Stationaarisuus (wide sense stationarity): Tilastolliset
ominaisuudet ajasta riippumattomia.

m, = E{x(t)} = j xp(x)dx

¢Xx(t1,tz)%¢xx(§)= E{xOX t-))|= [ [ xp(xie)dxde, t-t=r

e Ergodisuus: Tilastolliset ominaisuudet voidaan maarttaa
yksittéisesta realisaatiosta. => Aikakeskiarvo vastaa
oletusarvoa. I

lim.,, = | x(t)dt =E{x(t)} =m,

T

=+

2

e Riippumattomuus (independency):
E{(x(a)—E{x(g)})(X(tz)—E{X(tz)})*}={Var{§“1)}’ .

— Stokastisen prosessin tiheysfunktio saadaan eri ajan
hetkille maariteltyjen todennékdisyystiheyksien

30.11.200()IUI0na' 43

Valkoinen kohina

* Tarkastellaan stationaarista normaalijakautunutta N(0,0)
prosessia. Talloin

X

p(X(t) =———e 2

\2zo
. 0 © 1 7X2 ([1;:;2 (t)
Ba(tt) = E{XOX () = | [ x(W)x(t) e dx(t,)dx(t,), 7 =t, -,

1 ()X (4 +7)

e 27 dx(t)dx(t +7)

4 () =EXOX 40} = [ [ xt)xt +0)

_01;&0
“le? =0

270t

025(1)
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Valkoinen kohina

« Johtuu varautuneiden partikkelien (elektronien)
satunnaisesta liikkeestd johtavassa aineessa.

e Olkoon lampdtila T Kelvinia ja johtimen resistanssi R
Ohmia, talldin elektronien liike saa aikaan
Normaalijakautuneen jannitteen jonka u keskiarvo on 0V

ja varianssi ozn T Iampotlla
E{uz}:mml_g.m—uTzR k Bolzmannin_vakio
_ _3h h Plankin vakio
neliovolttia.
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Stokastiset prosessit

 Esimerkki: Valkoisen kohinan aikakeskiarvg

t

x(t):Tl j z(t)dt 2
1 t
t =— E t
E{x(©)} = J {z()}d | :
1 t t4r
8o (7) =E{XOX(+ 1)} == [ | E{zt)z(t)}dudt,
t-Tt-T+r
1 t t4r T _
== [ [ ottt ), .
t-Tt-T+r
(7 ) R
o’ dt=d% |T|<T
== = T
T t-T t
teft=T ) [{t-T+r t+7} 0 muutoin
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Syklostationaarinen prosessi

* Prosessi on syklostationdarinen jos sen
autokorrelaatiofunktio on periodinen

o, (t+7+KT, t+KT) =9, (t+7,1)

T jaksonaika

— Keskiméaarainen autokorrelaatio

7 =2 ] ¢t r.00t

i
2

30.11.2006 47

Stokastiset prosessit

- Esimerkki: Tarkastellaan binaarisekvenssia {b,, n=1,2,...,},
jossa arvot O ja 1 ovat yhta todennakdisia ja niiden
arvot ovat toisistaan riippumattomia.

Pr{b, =1} =1-Pr{b, =0} =0.5

— Maaritelladn kuvaus bitista "jannitetasoksi"
I,=2b -1

E{In} :—1-Pr{bn :O}+1-Pr{bn :1} =0

1 k=0
¢Il(k)=E{|n|n+k}={O k=0
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Syklostationaarinen prosessi

= Esimerkki. Jono satunnaisia toisistaan ripPumattomia
bitteja Pr{l, =1} =Pr{l, =1 = _Jo k=
] e=h=Prilk=L=2 E{Ll}=

1 k=I

x@t)= 3 1,g(t—kT) O
k=— ——
......... N I—Q—l
i 0<t<T T :
9= T | 1o |
0  muutoin VT t t+r

KT —t<z<(k+1)T -t

1
¢xx(t,t+r):E{x(t)x(t+r)}:{? KT <t<(k+1)T
0

muutoin
b, (Lt+7) —_— t=kT
1 1
- -’? t:(k+EjT
I - == t=(k+])T
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Syklostationaarinen prosessi
= Periodiselle signaalille patee
1
- 17 17
R G e G
_ET
by (tt+7) t=0
z =11
3 -_——- t=T
4 ; :
B (tt+7)
/\
-T T T
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Syklostationaarinen prosessi

= Systemaattinen tapa

X(t) = i 1,g(t—KT)

k=—c0|

. (t,t+7) = E{x()X(t+7)} = {ZZIkl,g(t kT)g(t— IT)}

=ii IklI g(t—kT)g(t+z—IT)

:i i k k+m g(t kT)g(t+7 (k+m)T)

=Zw‘, i ¢ (M)g(t—KT)g(t+7—(k+m)T)
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Syklostationaarinen prosessi

« Maaritellaan pulssin autokorrelaatio
by ()= [ 9" (t+7)dt

e Keskiméaarainen autokorrelaatio
1

¢Xx(r)— j¢ (t+7,t)dt =

—T KT

—Z¢..(m>z— j g(t)g(t+r—mT)dt

L
2

= i &, (m)¢gg (r—mT) Konvoluutio
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