Luento 11

« Stokastisen prosessin tehospektri
= Signaalin suodatus
e Kaistarajoitettu kanava
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Stationaariset prosessit

« Autokorrelaatio
B (1) = E{X(t)X ()} =E{xR)X (. +7)}, 7=t,-t,

jos prosessi on stationaarinen autokorrelaatio ei riipu
ajasta t, vaan ainoastaan tarkasteluajanhetkien vélisté t

But) =E (XX (D) =4 (r) ]

= Ergodisuus: Tilastolliset ominaisuudet voidaan méaarttaa
yksittaisesta realisaatiosta => Aikakeskiarvo vastaa
oletusarvoa

j‘x(t)dt— x(t) =

—|\|—\

= Ergodisen signaalin kesklmaaralnen teho
T

|imm% j [x(@)" dt = E{x(t)X (1)} = 4, (0)

5.12.2006 g 2




Stokastisen prosessin tehospektri

= Stationaarisen stokastisen prosessin korrelaatiofunktion
Fourier muunnos

®,(f)= [, (x)e*""dr|  x:n tehospekri

o, (f)= T ¢, (r)e " "dr X:Nn ja y:n ristitehospektri

e Kaanteismuunnos

$(2) = [ @, (F)e"df x:n autokorrelaatio
4 (r) = T(D (f)e2 " df x:n ja y:n ristikorrelaatio
Xy Xy
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Stokastisen prosessin tehospektri

= Realiselle prosessille x(t)eR
— autokorrelaatio on symmetrinen ja realinen

¢xx (_T) = ¢xx (T) eR
— tehospektri on symmetrinen, realinen ja ei-
negatiivinen

cI)xx(_f) = (Dxx(f) eR”
« Jos kaksi stokastista prosessia x ja y ovat ortogonaaleja

¢Xy(r):0:>d>xy(f):0

— Talloin prosessille z=x+Yy patee

b (7) =8 (7)+ 4, (7)
O, (f)=0,(f)+d,(f)
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EsimerkkKi

e Esimerkki: Valkoisen kohinan aikakeskiarv;

t

x(t) :Tl j z(t)dt

2

1 t
E{x(t)} _?JTE {z(t)}d - ‘ ~——
1 t t+7
B (7) = E{x(®)x(t+7)} —T—Zj E{z(t)z(t,)dt,dt,
t-Tt-T+r
t t+7
=i2jja S(t —t, )dtdt, T-z
T t-Tt-T+r t T
-I+7 t+7
g 6D
:—2 dt: o TZ |T|_ <
T [E{[*T,[}n{lf-r*”[,i*”[} 0 muuto|n t_T t
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Esimerkki

e Keskiarvoistetun kohinan
autokorrelaatiofunktio

2

8, (r) = ?_Z(T_M) |
0 |r|>T

T|§T

e Fourier muunnos

= Tehospektri
2

o, (f) :O-?sincz(fT)

5.12.2006

« Kolmiopulssi aikatasossa
AT - <
o[ AT =T
0 lt|>T
* Fourier muunnos
S(f)= ATsinc*(fT)

* Spektritiheys
|S(f)[ = A*T %sinc’ ( fT)




* Kolmiopulssi

A=) [sT
O

T T

« Kolmiopulssin aikaderivaatta

|_ﬁi d t+1T t—lT
—s(t) = All| —=— |- All
T ’ fr dt T T
1<t
(t) = 2
0 |t|>1
2
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e Fourier muunnetaan aikaderivaatta

is(t)—An{HT;TJ_AH{I_T;TJ F{An(%)}=ATsinc(rr)

]F (s(t—7)} =e">*'*S(f)

2t
2

F {%s(t)} = ATsinc( ﬂ')emTE — ATsinc( T )e
=i2ATsinc( fT)sin(fT)

e s(t):n Fourier-muunnos saadaan nyt integroimiskeinon

L—

)

avulla {
F

)
pl

s(z,)dz,..dz, ] =

_1
(i2zt)"

S(f)

S(f)=- 1 F{Es(t)}=iZATSinc_(ﬁ)Sin(fT)=ATsinc2(rr) niol
i2r ft dt i2rf
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Stokastinen raja-arvo

« Stokastinen prosessi on jatkuva lahes kaikilla
realisaatioilla (almost all outcomes), jos
lim__, x(t+¢)=x(t)

&0

Pr{lim,_, x(t+¢&) = x(t)} =0

&0

e Stokastinen prosessi on jatkuva odotusarvon mielessa
(mean sense, m.s.) jos

lim, ., E{(x(t+g)—x(t))2} -0
talldin myos

lim,_, E{x(t+¢)} = E{x(t)}

5.12.2006 9

Stokastinen raja-arvo

- Tarkastellaan stationaarista stokastista prosessia jonka
autokorrelaatio funktio on jatkuva

‘Iimﬁo ¢, (t+5) =¢xx(t)\

Prosessi on m.s. jatkuva jos sen autokorrelaatiofunktio
on jatkuva

lim, E{(x(t+g)— x(t))z} -0

E{(x(t+g) - x(t))z} = E{x*(t+e)} - 2E {x(t+ £)x()} + E{x*(1)}

=y (O)_ 2, (‘9) + B (0)
=20, (0)— 20, (8) -0, ¢—>0
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Stokastinen derivaatta

« Derivaatta voidaan maaritellaan m.s. jatkuvalle
prosessille

O K xO)
dt 0 £

X'(t) = 0

« Ristikorrelaatio
¢x'x(t1't2) =E {X'(t1)x(tz)} =E {w X(tz)}
&
_ E{X(tl +e)x(t,) — X(H)X(tz)} _duti+et) -4, (1)

& &
e Autokorrelaatio

)XW ] X X ) - XA)X)
¢xvx-(t1,tz)—E{7g x(tz)}—E{ }

d
_)d7t1¢xx(t1’t2)

&

— ¢xx'(t1 +‘(”'tz)_¢xx'(t1't2)

&

d d?
—)ditl¢xx'(tl’t2) :m¢xx(tﬂt2)
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Stokastinen derivaatta

- Tarkastellaan stationaarista stokastista prosessia jonka
autokorrelaatio funktio on jatkuva

d2
¢x’x'(T) = ¢x’x'(t’t +t2 _tl) = ﬂ¢xx (tZ _T'l) T :tz _tl
d2 dZ
:—m%(tz -t) :—P¢XX(T)
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Stokastinen integraali

* Integraali
t
s =[xt
4
m.s. oIemassaé jos
T
E<|s— ) x(kAAt | +—>0, At—0
k=0
e Oletusarvo
t,

E{s}= j E{x(t)} dt =j277x (t)dt

e 2. Momentti
tht,

E{s?) = [[Exit)x(t)}dtot, =f [ g, (6. t)dtet,

'R bty
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Stokastisen prosessin tehospektri

= Prosessi — autokorrelaatio - tehospektri
X(t) eR= ¢xx (_T):¢xx (T) <:>CI)><><(_f):(_I)xx(f)

X(t) B (7) @, (f)
ax(t) [ ga(r) [ @n(f)
d d? 2
ax(t) _F%(T) (27f) @, ()
dn d2n 2n
KO —da(r) (201) 0 ()
X(t)eiiZﬁfct ¢XX (T)eiibzfct CDXX ( f T fc)
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Stokastisen prosessin tehospektri

= Tehospektrin tulkinta

6, (r) = T @, (F)e*"df = E{x(®)X (t+7)}

#,,(0) = f o, (f)df =E {|X(t)2|} Tehospektrin pinta-ala vastaa
o signaalin keskimé&ardinen tehoa

@, (f)
Signaalin fi:taajuisen komponentin
_fmt keskimaarainen teho
| |
-, f, f
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Valkoinen kohina

. (7) 2 @, (F)
o2

Valkoisen kohinan energia on tasajakautunut kaikille
taajuuksille.

B (1) = 0°5(7)
d(f)=0® VieR
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Satunnaissignaali lineaarisessa jarjestelmassa

X(t) y(t):wh( W(t—7)dz =h(t) ® x(t)
XN h(t) *’:L ox(t-7)dz

Lineaarinen systeemi

« Ristikorrelaatio
8, () =E{y(O)X (t+7)} = E{y(t+ o)X ()]
= E{T h(A)X(t'+7— )X (t ')dt}

— [ O fx(t+ r- X @)} et

T h(A)g, (r—A)dt=h(r)®¢, () konvoluutiointegraali

—0
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Satunnaissignaali lineaarisessa jarjestelméassa

 Autokorrelaatio
4, (r)=E{y®)y (t+7)} =E{yt+)y ®)}

- E{y(t)f h*(/l)x*(t'+r—/1)dt}

= T h(AE {y()X (t'+7 - 2)} dt

©

j h(A),, (z — A)dt = h(r) ® ,,(7)

—0
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Suodattimen tehospektri

< Konvoluutiota =tasossa vastaa kertolasku ftasossa,
joten

D, (1) =H(H),,(f)

@, (f)=H (1), (f)

Wiener-Khintchi
@, (O=HO ()] eoeoma
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Kohinan suodattaminen

/ Ylw)l

A

.

D (F)=[H(F) @y (f)
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Stokastiset differentiaaliyhtalot

- Tarkastellaan differentiaaliyhtaloéa
n dk n dk
2 g Y0 =20 g x(®)

missa x() on jokin stokastinen prosessi, jonka
tehospektri on @, (f)

+ Ratkaistaan differentiaaliyhtalén impulssivasteen Fourier
muunnos X(t)=5m(t)
Zak (iz,,f)k\((f)zzbk(iz,;f)K X(f) Fourier muunnetaan itse
k-0 Lo differentiaaliyhtalo
i27f)
_Ya) _ %bk( ) X(f)=1 impulssin tapauksessa.
XM S (i2nf)
k=0

= Tehospektri

H(f)

3

b, (i2z )" > b, (~i2zf )
@, (f)=|H(F)f @, (f)="%2 0 @, (f)
6 19,9005 ;ak(ihzf) ;ak(—ihzf) ”
Esimerkki. RC-suodatin
i) R
. d
it)=C aunul ®
uin (t) C uout (t)
Uy (1) = Ri(t) + Uy (1)
d 1
auou! (t) = E(uin (t) — Uy (t))
Impulssivaste
gh(t):i(a;(t)—h(t))
dt RC
:ith(f):%(l—H(f))
1 Tehospektri
3H(f)=Ll H(E = 1 . 1 _ 1 2
i2rf+— i27fRC +1-i2zfRC +1 (27 fRC) +1
RC
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Esimerkki. RC-suodatin

* Lahtdsignaaliin muodostuu janniteldhteen
muodostamasta signaalista ja termisestéa kohinasta

U (D) =€) + X(0) o (H)-1n,
E{x(t)} =0 2
e(t) =U cos (27 ft) O (1) =[Ef =Z-(6(+ 1) +5(1 - 1))

E(D) =S (3(1+1,)+6(f - 1)
= Ulostulo muodostuu kahdesta signaalista

Uy, (t) = Te(t — )R (A)dA+ T x(t—A)h () A = y(t) + z(t)

y z
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Esimerkki. RC-suodatin

« Ulostulosignaalin autokorrelaatio
¢, (r)=E{z@®)y (t+)| =E{z()} E{y (t+7)| =0
4, () =E{y(t+0)Z' O} =E{yt+2)}E{Z’(®)} =0

E{z(t)} = T E{x(t—A)}h"(A)d2

—0

B (2)= 0y (2) 4G () + 5 (D (7) =, (1) + 4. (7)

Ristitermit menevat nollaan, koska signaalit y ja z ortogonaaliset

« Ulostulon tehospektri
@, (1) =[H (B +@,.(1)
1

:Z\H(fo)\z (5(f+f)+a5(f- fo))+%N0\H(f)\2
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RC-suodatin

= RC-Suodattimen tehospektri Hyotysignaali
0
10
0} SNR Kohina
0
)
ol
ol
o e T e e e e
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Kohinan suodattaminen

Spektraalifaktorointi
Tehospektria
2
@, (f)=[H(f)] @, (f)
vastaa kaksi erilaista prosessia. Toisessa suodattimena

on H(f) ja toisessa H"(f). Molemmilla on samat
tilastolliset ominaisuudet.

Esimerkki
1
D (f)=——FF—D,(F)
Y (27rf)2+1
1 _
H(f)=1 o & h(t)=e™  Stabiili IIR (Infinite Impulse Response)
Hlem suodin

H' () =1, = N=¢" Epastabiili IIR suodin
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Diskreettiaikaisen prosessin tehospektri

« Tarkastellaan prosessia U

>

x)= > 1,5(t—KT) J_I_T_T_l_'t

missa 1, on jokin diskreettiaikainen stokastinen prosessi

x(t)= Y 1,5(t—KT)

¢, (7) = E{x(O)x(t+7)} :{E{I|II+k}5(t) r=KkT

0 muutoin

#o (7) = E{x(OX(t+ 1)} :{f’fu (k) 7=kT

0 muutoin

T EPTE 2T | Diskreetti Fourier
(1) = [ o)™ dr = 3 g ()" s
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Moduloitu bittisekvenssi
g(t—KkT) )
{1} s(t)= > 1,g(t—kT)
>< k=—c0
Diskreetin sekvenssin modulointi
e Voidaan tulkita konvoluutioksi
x)= > 1,5(t-KT)
s(t):x®g(t):T S 1,6(c—KT)g(t-r)dz= > 1,g(t—KT)
e Tehospektri
O (1) =[G(F) @, ()
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Lahetin

e Lineaarinen amplitudi modulaatio

gt

e —  h(t) -s®

1
) cos(2rx fit) g(t)={\/f Ost=T

0  muutoin

2 T2 2
Kanavointisuodatin [G(f) =T"sinc*(fT)

@,(1)=H(D( 3601+ )+ 36(1 - 1) o, (1)
* Jos symbolit lke{+l} toisistaan ripppumattomia

satunnaismuuttujia, ®,(f)=1
= Jos kanavointisuodatinta ei kayteta |H(f)’ =1

5.12.2006
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Kanavakoodaus

= Prosessoidaan lahetettavaa bittijonoa
Y, =%(Yk,1+|k)e{ﬂ,i%,o}

Suodatin Q(f)

= Tulkinta

Mozlﬁﬂkﬂaj}%+b}. Yo
T

Viive

Qf)=5

e Tehospektri
@ (f)=Q(F)f @, ()

1

_giertm

Eli kasittelemalla lahetettavaa bittijonoa (koodaamalla)

voidaan vaikuttaa myo6s tehospektriin.

5.12.2006
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Moduloidun signaalin spektri

« Koodaamalla kaista kapenee, mutta samalla myds
siirrettavan informaation maara vahenee samassa
suhteessa.

. 5. tasoinen AM modulointi

-3dB R
5| ‘\\
\\
A
|
|
5] M \ ’,/ \\
[ [
| \
| | |
201 \ /“J “ “‘ \“ ‘\ /\\
\\ I
5] V[ reor
W rewne
\U — 160PQ?
-30 L LT I 11
-1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
5.12.2006 31
Moduloidun signaalin spektri
« Mita "pehmeammin” signaali muttuu ajassa, sita
kapeammalle kaistalle signaalin energia on jakautunut.
R Y A
oF = N
ot Yy |
-0~ {
1 mp
-80
-100
-120
-140 ‘
160 — le®P
180 — #ie@hnP
— IGOPIRMP
o I BV BNV R
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Kaistarajoitettu kanava

Pulssimuotoisten modulointimenetelmien ongelmana on

niiden spektrin leveys, eli naapurikaistalle vuotavan

tehon suuri maara.
= Kaistan rajoittamiseksi kdytetadn kanavointi

suodattimia. Kohina z(t)
- | s(t)| Kanavointi- Kanavointi- |r(t) .
Modulaattori ——>» suodin h(t) suodin h(T-t) [~ Demodulaattori
Kanava

@, (£)=[X(OF SO +|H(H) @, (f)

X(f)=[H(f)
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Saatotekniikkaa...
= Lineaarinen regulaattori
Prosessihairio Z(t)
saadin c(f) |“®) prosessi G(7) y(®
| che) [
(Dw(f)_‘hC(f)G(f) = (1)
« Nelidllinen saatévirhe E{y’®)}=o,(0)
e Minimivarianssisaato
minCeC(G)(Dyy(O)
C(G) Prosessin G stabiloivien séadinten joukko
34

GG
1+ C(f)G(f)

<o Vt}

5122006 C(G) ={C(f):

o
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