Luento 2

« Jaksollisten signaalien Fourier-sarjat
« Viivaspektri
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Jaksolliset signaalit

« Jaksollinen (periodinen)
v(t+ kTp) =v(t),te R ke Z

Jaksonaika T, Amplitudi

L N N N
S NS NI Nt

Perusjakso

Signaalin ominaisuuksien tarkastelemiseksi riittdd kun keskitytaan
yhden jakson pituiseen aikavaliin. Valitaan yksinkertaisuuden vuoksi
tarkasteluvaliksi —Ty/2-t - T2
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Ominaistaajuus




Jaksolliset signaalit

 Kahden jaksollisen signaalin sisatulo, kun molempien
signaalien jaksonaika on T, tai T, on niiden monikerta

(1 Olea@)= [ oo

To/2
. Kesklmaaralnen teho (indusoitu normi)

P iy & <v(t>|v<t>>
= (v() = / NEOIET

S-.72.1110 Signaalit ja jarjestelmét 5 op TKK Tietoliikennelaboratorio 3

Ortonormaali kanta

- Tarkastellaan osoitinsignaaleja
4. (t) = exp('z”kj K=..,-2,-1,0,12,...

0

— Osoittimen ¢,(t) pydrimistaajuus
e k=0: 0 Hz Tasavirtakomponentti (DC)

e k=1: 1/T, Perustaajuus
(1. harmoninen taajuus)

e k=>1:k/T, k. Harmoninen taajuus
— Osoittimet muodostavat ortonormaalin kannan

(¢k<t)|¢z(t))={1 <=

0 k=l

S-.72.1110 Signaalit ja jarjestelmét 5 op TKK Tietoliikennelaboratorio 4




Ortonormaali kanta

e QOsoitetaan, etta

k=I
(AORO)- {5 )

— Tarkastellaan ensm tapausta k = |

(4 ®l4®)= j exp[%tjexp[ 'ZT”'tJdt, o1

O Ty 0
:_I [IZﬂ j :if (IZEOJ :_fldt L
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Ortonormaali kanta
— Tarkastellaan nyt tapausta k = |
20 i27k i27l
(2 ®]a )= T Lexp[ T Jexp(— T tjdt, k1
1% (i2e(k- DR i2z (k1) 2
_To 'Lexp( To jdt (k_l)exp( To t T
2
=————(exp(iz(k—1))—exp(iz (k I)))
2 e N T
H 1 H _i ix_ —ix ‘
:sm(zr(k—l))zsinc(k_l)zo 3sm(x)_2i(e e )

ﬂ'(k _ |) L";:::::::::ZZ::E::::::}"1

‘\isinc(x) = smg(zx)
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SINC-funktio

sinc(x) :_sm(;rx)
X
— Nollakohdat

sinc(x) =M =0

TX
Xx=x1,4+2,+3,...
— Raja-arvo
% s ® 4 2 0 2 4 6 8 1
_sin(zx) &Sm(”) _ meos(zx) x
Ilmx—>0 =IIm><—>o =li x—>0—=_=1
X v T
— X .
OX Hopital’s rule
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Ortonormaali kanta

= Tarkastellaan jaksollista funktiota v(t) = v(t+mT,),
m=..,-1,0,1,...

joka tayttda ehdot
TO

- 1 ?
) p =T I |V(t)|2 dt <o (Nelisintegroituva/Tehosignaali)

0 T
. 2
i) lim,_, |v(t0 +&)-v(t, —g)| #0 &éarellisesséd maarassa pisteita valilla
—To/2- ty - T2

Jalkimmainen ehto rajoittaa signaalin epdjatkuvuuskohtien
maaran.

t
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Ortonormaali kanta

= Signaali, joka tayttad ehdot i) ja ii) voidaan esittaa
ortogonaalisen kannan avulla

Exponentiaalinen Fourier—sarja

= X ua®-3v exp[ ]

k=—o0

Fourier-kertoimet

T T
27k
v, =(vO) |4 @) =— j vt (t)dt = = j v(t)exp[ jdt
o
2 2
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Eksponentiaalinen Fourier-sarja

« On periodinen

v(t) = i v, exp(i 27K
k=-00 To

tj=v(t+mT0), meZ

Tasta seuraa se, etta jaksollisen signaalin perusjaksolle
laskettu Fourier-sarja on voimassa kaikilla t:n arvoilla.

27K (t+mT, J kaexp( 27 ]exp( 2_|7_rk mTOJ

0

v(t+mT,) = z v, exp{
O
= i v, eXp i27r
K T

k t} =v(t)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Exponentiaalinen Fourier-sarja

* Fourier-kertoimet
1 [To/2 27k
v, = —/ v(t) exp il dt, kecZ
To /-Tp/2 To
— ovat kompleksisia suureita:
v, = |vg|exp (arg{v;}) v eC
— vastaavat perustaajuuden f, = 1/T, harmonisia
taajuuksia kfo, k€Z

— Tasavirtakomponentti k = 0 vastaa signhaalin
keskimaaraista amplitudia

1 To/2
UOZ—/O v(t) - 1dt
To J-Tp/2
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Trigonometrinen Fourier-sarja

- Reaaliselle signaalille v(¢) e RVt
v_p = v = |v| exp(—iarg{vg}) Hermiittinen symmetria
- Kaytetdan tatd ominaisuutta hyvaksi:

v(t) = i vy, €XP <i2;rkt>

k=—oc0 0

v(t)

vo+ Y. |kl (exp (z’arg vy + zﬂt) + exp (%arg RS z%t»
k=1 T 1o
(=0 K<0)

cos(¢) = % (exp(i¢) + exp(—i¢)

Trigonometrinen Fourier-sarja

v(t) =vo+ D 2|vg|cos <%t + arg{vk}>
k=1 To
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Fourier kosini- ja sinisarja

e Fourier-kertoimet

- ;vmexp[_zﬂktjdt & =cos(x)-isin(x)

_To _Lv(t)[cos[ T t] |sm[ T tj] a, —ip,

2 .[ v(t) (cos( 2_7rfk tht

2 J v(t)(sm[sz tjj dt
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Fourier kosini- ja sinisarja

< Fourier sini- ja kosinisarja
« v(t) on reaalinen:

< Nyt voidaan kirjoittaa

v(t) = i vV, exp[iz_l_”kt] =
—a0+2[ —if exp[

Vl,VZ,... V-17V-2""

k] (= Iﬁk)exp[_l Z;Zk H “iexp(ix) + i exp(-ix)

= [ 27k 27k
=, + ZZ{ak cos[T—tJ+ B, sin LTLtJJ = %(exp(ix)fexp(fix))

k=1 0 0
=2sin(x)

0
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Fourier kosini- ja sinisarja

= Tarkastellaan reaalista signaalia v(t)
— Jos pinta-ala signaalin yli on nolla, 0,=0

(Bo = O reaaliselle signaalille) .T.
— Parillinen signaali - !?i -y
v(-t) = v(t)

=> B, = O sini-sarja haviaa
~v

— Pariton signaali

V(- = V() N\

== o, = 0 kosini-sarja haviaa N\

— Puoliaaltosymmetrinen:

V(-t) = ~v(To/2-t) B*
Parilliset harmoniset haviavat a,,=0, $,,=0, | /
n=01,2,. " "
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Uk

Esimerkki 1

e Olkoon
27
v(t) = Acos <T—Ot + ¢>

e Fourier-sarjan kertoimet
1 (To/2 2 2nk
fuk:—/ Acos [ Zi4p)exp (- ) dt, ke
To /-To/2 To To
. V()
Huomataan, etta

cos <§Zt + ¢> = ; <exp (zprt) exp(i¢) + exp <z§§t> exp(i¢>)>
Joten kertoimet voidaan kirjoittaa muotoon

1 M2 A Comk-1), Comlk+1),
—TO'/iTO/22<exp< S t—[—uz))—}—exp( R ch)))dt, ke
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Esimerkki 1

Ratkaistaan integraali

1 To/2 27l .

7 I/_TO/2 exp <—zT—0t + w) dt

— exp(iny LT 2T\ o (2WToN) T
= exp(np)TO : . (exp < 2 Ty 2) exp (z o 2 )) = exp(m/z)ﬂlsm(wl)

Joten sin(r 1)

éexp(i¢) k=1

. - inCr 2
v = gexp(iqﬁ)%-i-gexp(—i(ﬁ)%: %exp(_wj) k=-1
0 otherwise
Amplitudispektri: |v,] Vaihespektri: arg{v, }
A A ¢
2 2
| I | I | fo=TL
—Jo ‘ fo —Ifo ‘ Jo 0
—¢
Viivaspektri

< Reaalinen jaksollinen signaali voidaan esittdd summana
kosinisignaaleja

v(t) =vo+ D 2|vg|cos <%t + arg{vk}>
k=1 To

« Viivaspektri

Amplitudispektri: |v, ] Vaihespektri: arg{v, }
ol
v,| i A v,| —arg{v,} arg{v,} L
SR L I S
—arg {\£} arg{v,}
-2f,—f fo 21, -2f,—f, f, 21,
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Parsevalin teoreema

Signaalin keskimaarainen teho

=— j V@) dt = Z|vk|

—Tol 2

_ 2
P = To/2 \ (2)|~dt

7 /TO/ o) (£)dt

To/2 27k
B ?O/To/2 v Z vkexpC To )
= Z kTO T /2 U ( >

k=—oc0
= X viu
k=—00
= > P
k=—c0
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Viivaspektri
e Tehospektri
ol” 4 v
I | I I |
!
Tehospektrin kertoimet maarittavéat
miten signaalin teho on jakautunut
eri taajuuksille.
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Esimerkki 2

e Sijanaali. iossa on DC-komponentti
2
v(t) = Vg + V4 cos (T—”t + ¢>
0

— Keksimaarainen teho

_ _ 1 /2 s 2n 2 227
P = () =7 /7TO/2 (vo + 2V, cos (T0t> + VP cos? () at

Huomaa, etta
cos?(z) = %(1 + cos(2x)
Joten tehon lauseke voidaan vieda muotoon
1 'TO/Q 2 27 21 v
P=— Vi 2VoVi cos | —t Vi=|14cos|{—t dt
i L (V8 + 2001 c0s () 425 (1 con (4 )

Osoittautuu, etta

1
P=V§+ V¢
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Esimerkki 2

= Vakion viivaspektri
v1(t) = Vo

1 To/2 27k
V1 — 7/ 0 v1 (t) exp (iﬂ-t> dt, kcZ
’ To /-Tp/2 To

1 To/2
V1 k

vy, = Vosinc(k)
Huomaa, etta

0 k=+1,+2,+,3,...
sinc(k) :{1 k=0
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Esimerkki 2

= Sinisignhaalin viivaspektri
2
vp(t) = Vy cos (—Wt + ¢
1o

johdettiin aiemmin \%exp(w}) k=1

vk = % exp(i¢)%+% exo(—iqb)%z %lexp(—iqﬁ) k=-
0 muutoin

= Signaalin v(t) viivaspektri saadaan summana v = v1,x + vk

Amplitudispektri: v,/ Vaihespektri: arg{v,}
0

Vi o= W ¢
2 |2 2 I | 1
| | fo= o
o ‘ o —{ 0 ‘ fo
-
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Esimerkki 2

« Ratkaistaan signaalin teho

— Parsevalin teoreeman mukaan

TI2 w

1
P=— [ vf dt="> v
-TI2 k=—e
— joten, nyt

P ki "= |V2~*1|2 * |V1v0|2 + |V2v1|2 - %Vlz +Vy' +%V12 =Vy +%V12

Tulos on sama kuin suoraan tehon maaritelméasta
johdettu.
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Esimerkki 3

« Kellosignaali

+1
-1 >
To
— Signaalin DC-komponentti on O (o, = 0)
— Signaali on pariton, joten kosinisarja haviaa (o, = O
k=12,3.)
Vk :_iﬂk

— Signaali on my6s puoliaaltosymmetrinen, joten
parilliset harmoniset katoavat

By =0, N=0,123,..
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Esimerkki 3
. Lasketaan sinisarjan kertoimet ] 1
[sin(ax)dx = —=cos(ax)
a

j v(t)sm[mtJdt

-

0 Tu

11 27k (T, 11 27k T,
=———|1-cos — || |+= cos —|-1
T, 27k T, 2 T, 27rk T, 2

0 0
cos(;rk)717 0  k parillinen

271[k( 2+2cos(zk)) =
i
e Eksponentti Fourier-sarjan kertoimiksi tulee talloin

Vora = Iﬁ2k+1 V=0
7rk
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7k ik k pariton
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Esimerkki 3

e Tehospektri
s bl al v
. 1 | | . .
Kk
- Vaihespektri
/2
1 Kk
-1t/2
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Esimerkki 4
e Pulssijono .
A &
TO
<T,

« Signaalilla on DC-komponentti (pulssin pinta-ala on Ar)
— Signaali on parillinen (sinisarja haviaé) v,=o,

= Iv(t)exp(—znkt]dt; Acos[z_l_”kt]dt

0

m\w«'—“\"“‘
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Esimerkki 4

Integroimalla saadaan

Ty T
2 2
v, _1 v(t)exp[—mt]dt _1 I Acos[
Ty T T, Ty o
2 2
—1§ 1 (in[znkrj_gn[_ZHKTJ]
To 27k T, 2 T, 2
TO
(ﬂ"[k] . [ﬁrk)
sin T sin| ——
=A 0 AL o /- aLsinc
7k T & o
TO
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[ cos(ax)dx = %sin(ax)

sin (—x) = —sin(x)
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Esimer

kki 4

Amplitudispektri

k=-10:10;
x=0.2; %x=Tau/T <1
A=1;

for n=1:length(k)
v(n)=A*x*sinc(k(n)*x);
end;

bar(k,v,0.1)

xlabel ("k")

ylabel ("v_k®)
title(["\tau/T=" num2str(x)])
hold on

t=-10:0.01:10;
plot(t,A*x*sinc(x*t))

axis([ -10 10 -x/4 x])

hold off
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</1=02

02

10

Vn/l\/f\ /\/I\[\
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Katkaistu Fourier-sarja

 Tarkastellaan approksimaatiota

N
21k
vy(t) = Z Vg EXP (Zit>
To

k=—N
e Jos v(t) tayttda ehdot i) ja ii)
TO

i) P L f V@[ dt <oo
T, A

aarellisessd maarassa pisteita t, valilla

i) lim_ o[ty +&)—V(t, — )| #0 —To/2- t, - To/2
niin erosignaalin keskimaarainen teho menee nollaan

L [To/2 24 —
Jim [ [N () — vt =0
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Gibbsin ilmi6

= Jos signaali on epajatkuva-amplitudinen, niin
askelmaisessa muutoskohdassa on noin 9 % ylitys
riippumatta N:n suuruudesta.

15

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Time
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Esimerkki 5

e Pulssijono

T

1

To

<T,

0

TD
3
v, L J' v(t) exp _ 27K it = AL sinc
T, T, T, T,
=2

= i2n$t
v(t)= Y ve
K=o
K k
2 27t
~V(t) =D ve T
K
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0

)
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Esimerkki 5

= Approksimaatio

K=20;

k=-K/2:K/2;

T=1;

x=0.2; %x=Tau/T <1
A=1;

for n=1:length(k)
v(n)=A*x*sinc(k(n)*x);
end;

t=-2*T:.001:2*T;

vhat=0;

for n=1:length(k)
vhat=vhat+v(n)*exp(i*2*pi*k(n)/T*t);

end;

plot(t,vhat)

xlabel ("t")

ylabel ("v(t)™)

title(["\tau/T=" num2str(x) ° K=" num2str(K)])
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T=0.2 K=20

v

</T=0.2 k=400

()
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