Luento 3

* Fourier muunnos
< Rayleighn teoreema
e Spektritiheys
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Fourier-sarja

= Fourier-sarjan avulla pystyttiin esittamaan jaksollinen
signaali, jonka jaksonaika on T,.

— Fourier-sarja

W)= > V(kfo)exp (i2nkfo) o=
k=—o0 0

— Fourier-komponentit

’ 1 [To/2
V (kfo) Y o = = /_ ;o/z w(t) exp (—i2rk fot) dt

+ Entapéa aperiodiset signaalit, joilla jaksonaika Ty —00?
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Fourier-muunnos

- Esitetdan signaali Fourier-sarjana:

o Ty /2
v(t) = ,(Z (l /_;0/2 v(t) exp (—i27k fot) dt) exp (i27k fot)

ki}-ocz,__TO"
- k 1 > T
— Raja-arvo Ty — — 5 f, —df . .
1] oOO_I_O—>,_I_0—) ,k;—):l;
v(t) = /OO (/oo v(t) exp (—i27 ft) dt) exp (12w ft) df
V(f)
Euler integral f(x)
im 3 eftke) = [ r@da
T
j e

Fourier-muunnos

e Fourier-muunnos

V(f) = F{v(t)} ! /O; v(t) exp (—i27 ft) di

» Kéanteismuunnos
—1 def [©° .
o) = F 1V E [T VD exp (i2nft) df
« Dirichlet'n ehdot Fourier muuntuvalle energiasignaalille
I: Signaali on itseisesti integroituva
ﬂv(t)\dt<w

—o

Il: Signaalin maksimi- ja minimiarvot ovat aarellisia
jokaisella aarellisella aikavalilla te(ab)

SUP ., 1) {le(tm) - S(ti)l} <o, ast<t,<b

I11: Signaalin epajatkuvuuskohtia on rajallinen méaara
lim, ,|s(t, +&)—v(t, —&)| =0 aarellisessa maarassa
H"l (o +2)~v(t )l pisteita valilla tye(-00,00)
14.11.2006 4




Symmetria ominaisuudet

= JosV(t) eR, V(f) on hermiittinen:

V(=) =V*(f)

Toisin sanoen

V(NI =IV(HI arg{V(=f)} = —arg{V(f)}

Parillinen Pariton
— Asia on helppo todentaa:
V(=f)=[v©e ™ Mdt= [v(t)e "dt -
2 2 Vi) eR= V' (1) = v(b)|

V()= Tv*(t)eiz”“dt = Tv(t)e"”“dt =V(-f)

-0

= Vastaavasti, jos v(t) on imaginaarinen, V(f) on anti-
hermiittinen:
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Symmetria ominaisuudet

Tarkastellaan tapausta, jossa v(t) e R
« Jos v(t) on parillinen v(-t)=v(t)

V(=2 [ vycos@nydy [ 1,

on reaalinen. Talldin
V(=1)=V"(f)=V(f)|
eli V(f) on reaalinen ja patrillinen

* Jos v(t) on pariton v(-t)=-v(t)
V(f) = —i2 /OOO v(t) sin (27 ft) dt 4_‘:
on imaginaarinen. Talléin

V(=f)=V'(f)=-v(f)]
eli V(f) on imaginaarinen ja pariton
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Symmetria ominaisuudet

Tarkastellaan tapausta V() =ivy () e C, Im{v(t)} =v, (1)
= Jos V(1) on parillinen v,(-t)=v(t)

V(f)= iZTvQ(t)cos(erft)dt

on imaginaarinen. Talléin
cos(—x) = cos(x)
eli V(f) on reaalinen ja pariton

= Jos vq(t) on pariton v, (-t)=-v(t)

V()= ZTVQ(t)sin(Z/rft)dt

on reaalinen. Talléin
V(=f)=-V(f) sin(~x) = —sin(x)

eli V(f) on reaalinen ja pariton
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Symmetria ominaisuudet

= Tarkastellaan nyt tapausta yleista tapausta v(t)eC
— Fourier-muunnos on lineaarinen operaatio, joten

F{v(t)} = F {Re{v(t)}} +i-F {Im{v(t)}}
Re{v()} Im{v()} Re{V(f)} Im{V(H}

Reaalinen

Imaginaarinen

Reaalinen
Imaginaarinen




Kausaaliset signaalit

= Signaali on kausaalinen, jos v(t)=0, t<O.
 Kausaalisen signaalin Fourier-muunnos

V() = Flo)y < /O ™ o(t) exp (—i2n ft) dt

< Verrataan yksipuoliseen Laplace-muunnokseen
(o)
V(s) = L{v(¥)} def /O v(t)exp (—st)dt s=oc+iweC

— Jos 6=0 ja o=2xf, Laplace-muunnoksesta tulee
Fourier-muunnos

— Laplace-muunnos on olemassa laajemmalle joukolle
signaaleita kuin Fourier muunnos.
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EsimerkkKi

- Tarkastellaan exponentiaalista signaalia
v(t)=e*, t>0
« Fourier muunnos:
Dirichlet’'n ehto I:
[vo]dt=[etat=Lex oo az0
0 , =1 a<0

a
0
eli Fourier-muunnos on olemassa kun a<0 (myéhemmin
osoittautuu, ettd myds tapaus a=0 on muunnettavissa)

1
—a+i2zf

F{v(t)}:jea‘e"z”“dt: ,a<0
0
* Laplace muunnos:
.[ea‘e’s‘dt:je‘“dt:i, Re{s} <-a
) ) —a+s
Laplace muunnos I8ytyy myds tapaukselle a>0
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Boden diagrammi

= Amplitudi spektritiheys
V(I
* Vaihespektritiheys
arg{V(f)}
e Boden diagrammi:
Amplitudi (dB) ja vaihe taajuuden funktiona
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Boden diagrammi

e Esimerkki:
v(t) =exp(-t), t>0
— Fourier-muunnos

\% 00 ) . |
’ /O exp (~(i2nf + 1)0) 2nf +1
— Amplitudi ja vaihe:

V(f):N(f)‘eiafg{V(f)} '
7 1 ‘v(f)‘e'am\’v“)y’

(et
" Je(2ety
Re

_or

1 fj:_arctan(zﬂ.f)

arg {V ( f )} = arctan (
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Bode diagram

Bode Diagram

Magnitude (dB)

Phase (deg)

14.11.2006 Frequency (rad/sec) 13

Spektritiheys

Rayleigh‘n Energia teoreema

E, = Tv(t)v*(t)dt = TV(f)V*(f)dt

-0

*

E, = Tv(t)v"(t)dt= Tv(t)[TV(f)exp(iZHﬂ)dfj dt

-0 -

- Tv(t)[_TV*(f)exp(—iZHft)dfJdtz T Tv(t)exp(—iz;z ft)dtv"(f)df

—00 =00

v(f)

- Tulkinta: M(f)=V(f)V'(f) Kkertoo miten signaalin
energia on jakautunut eri taajuuksille (J/Hz)
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Pulssin spektritineys

* Pulssi 4 . .
1 t 1 <=
0= 15 L H(t)L -
t>—
- Fourier muunnos r 2
s(f)= | g(t)exp(—i2;rft)dt=%J'exp(—i27rft)dt
1 T T
:_izﬂfﬁ(exp[—lhfE)—exp(—mnf?n
~ 1 (exp(iz fT)—exp(-iz T))
_ﬁnrr 2i
=x/?—8m7£;rTfT) =/T sinc( fT) sinc(x) = SIn;S:X)
14.11.2006 |S( f )|2 =T sinc® ( fT) 15

Power Spectrum of a Pulse

20log,, [S(f)|
10

Pulse

5- A T=3 ||

ok

51

Spectral density (dB/Hz)

-10+ m

j
Lo UL

1

Frequency (Hz)
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Fourier muunnoksen ominaisuuksia

* Lineaarisuus (superpositio) * Derivaatta
Flav (0 +ay, (0} =aVvi(f)+a,V,(f) F {:tnv(t)} =(i2z )"V (f)

* Aikasiirto * Integraali

—i2zfr 0 f T 1
F{v(t—7)} =V (f)e"™" F{J;J;...'[OV(rn)drn...drl}:(izﬂf)nv(f)
« Aikaskaalaus « Konvoluutio
F{v(at)}:ﬁV(éj F{Th(r)v(t—r)dr}:H(f)V(f)
 Konjugaatti « Kertolasku
F{VD)}=V'(-f) F{h®VO} = [ H@V (T -4)dg
e Duaalisuus
FV@®)=v(-T)
14.11.2006 17

Superpositio

= Fourier muunnos on lineaarinen operaattori, joten osista
koostuva signaali voidaan Fourier muuntaa osissa

F{v(t)+u(t)} = F {v(t)} + F {u(t)}

e Esimerkki

s(t)
LWE s s
t
,:Tr. s(t) NI [%]M/?HG)

F{%H[H}mim(”) S(f) =T sinc( fT) +~/z sinc(f7)
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Aikasiirto

« Tarkastellaan signaalia s(t), jonka Fourier muunnos on
S

e Signaalia viivastetaan t:n verran.

s(t) s(t-t)

Ratkaistaan viivastetyn signaalin Fourier-muunnos

Tehdaan muuttujan vaihdos
t'=t-r=t=t+r, dt'=dt|

F{st-7)}= T s(t—r)e "2 "dt

—0

_ J' S(t |)e—i27rf(t'+r)dt|:e—i2nfr J‘ S(t u)e—i27zft'dt|

S(f)
= Aikasiirretyn signaalin Fourier-muunnos:

F{s(t—r)} =e"*""S(f)
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Taajuussirto

- Tarkastellaan signaalia s(t), jonka Fourier muunnos on
S()
* Taajuussiirto S(f-f,)
- ISP
]

Kaanteismuunnos

FH{S(f-f)}= I S(f — f,)e'? "df Tehd&én muuttujan vaihdos
o [fr=f-fy=f=f4f, df'=df

IS(F-Fo)P?

fo

—_—

— gi27 ot J' S(f -)eierf'tdf .
- Taajuusgiirretyn signaalin muunnospari:
Fil{S(f - fo)} = Ffl{S(f)} eiz”fot — S(t)eiZﬂfOt
F{st)e® "} =s(f - f,)
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Lineaarinen modulaatio

= Moduloitu signaali
x(t) = s(t)cos (27 f.t)
— Voidaan Kirjoittaa muotoon

1

X(t) — S(t)%(eiZﬂfct + e—ierfct ) — ES(t)eiZﬂ'fct +%S(t)e—i2ﬂfct

— Fourier muunnos

X (f) :%S(f - fc)+%8(f +f) F{s()e® "} =s(f -f,)

Modulaatio siirtdé signaalin taajuuskaistan f, ymparistoon:
IS(P)I Xl
/T —~
'fc | fc
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Kaistanleveys

- Kaistanleveys B maarittaa milla taajuusalueella
merkittava osa (esim. 95%) signaalin
tehosta/energiasta on.

- Kaistanleveyden maarittamisessa huomioidaan vain
positiiviset taajuudet.

IS(F)? X

e Moduloidun signaalin kaistanleveys on kaksinkertainen
kantataajuiseen signaaliin ndhden: B,=2B;

14.11.2006 22
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Kaistanleveys

* Yksinkertainen méaritelmé on puolentehon (energian)
kaistanleveys.

ISP

max, |S(f,)f

j -3dB

1
——————————————— Smax; [

S(f,)
|(—b)|2:£:> fb >O
max, [S(f,)] 2
B, = f, Kantataajuinen signaali

B, = 2 f, Moduloitu signaali

14.11.2006
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Kaistanleveys

 Pulssin puolen-tehon kaistanleveys
[s(fl 1,

— 220 —sinc?(f.T)==
maxf|S(fb)|2 (1) 2

& [sinc( f,T) 1 f, ~ 0443 .,

V2
1

B, =t~ .

B —2f Ni Moduloidun pulssin T ——
X b T taajuuskaista on kaantaen

verrannollinen pulssin pituuteen

14.11.2006
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Kaistanleveys

IsOPmax(s®HP)

Frequency (Hz)
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Aika- ja taajuusskaalaus

= Aikaskaalaus = Taajuusskaalaus
t
F{s(at)}:ls(ij ack Fl{S(af)}:is(—J
la| \a a0 la| \a
Todistus
F{s(at)} = I s(at)e™ " "dt
t'=at= t= t_‘, dt = ﬂ Muuttujan vaihto
a a
osgn(a) Jos sgn(a)=-1 integrointi rajat vaihtuvat,
F{s(at)}== J. s(t")e "™ dt tallsin tarvitaan kaavaa
—sosgn(a)
f f(x)dx =—| f(x)dx
F{s(at)}:ﬁs(zj f !
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Duaalisuus

e Jos muunnospari F(s(t))=S(f) tunnetaan, patee
signaalille y=5s(t)

F{S(t)} =s(~f)

Fodistus
F(S(t) = j S(t)e ¥ "dt = j S(t)e'* "t
—00 —00 f1=t
t’=-f
= f S(f e df '=s(t) =s(f)
S(f)?? kaanteismuunnoksen
maaritelméa
14.11.2006 27

Ideaalinen alipaastosuodatin

= ldeaalinen kaistanpaastdésuodatin jonka taajuuskaista
on B

1

S(HP ()= 1 MSE

1 i
B

— Vastaavan aikatason signaalin Fourier-muunnos on
1 (t .
F{FH(?j}fﬁsmc(fT)
— Duaalisuudesta seuraa, etta
Fl{S(f)}—F{«/ﬁ;BH(fP[}—ZBsinc(—ZBf)
i

. .o \2B
ja koska sinc on parillinen saadaan s(t) = 2Bsinc(2Bt)

14.11.2006
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Derivoimiskeino

e Lausutaan signaali kdanteismuunnoksen avulla
s(t) = F* {s()} = [ S(f)e™ "df

e Signaalin aikaderivaatta
dn n <«

s(t) = S(f)e? "df
50 dtni (f)

d" el Koska integraali ei ole muuttujan t suhteen, voidaan
dt" derivaatta operaattori viedd integraalin sisalle

:TS(f)

:TS(f)(iZﬂf)n ' "df

—00
d" .. . . .
F{ﬁs(ﬂ} Derivoidun signaalin Fourier-muunnos

e Muunnoskaavaksi saadaan F{

14.11.2006

:t: s(t)}=(i27rf)" S(f)
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Integroimiskeino
e Tarkastellaan signaalia

y(t) = j ]1 S(ry)dz,...dz,

Talldin

dﬂ
SO =57YO
Derivoimiskeinosta seuraa "
S(f)=F {s)} =(i2z1)" Y (f) Pl g0} =Gz s

1

(i2zf)"
Muunnoskaavaksi saadaan: |F jj s(z,)dz,..dz, t = !

Y (I27z'f)

n kpl

Joten Y(f)=

S(f)

S(f)

14.11.2006

30




Kolmiopulssi

* Kolmiopulssi

A () = A(T-It]) [t<T
0 t|>T

T T

« Kolmiopulssin aikaderivaatta

d t+1T t—ET
Zs(t)= AlT| —2— |- ATT| —2
dt T T
T A’—lT
1 \t\s%
(t) = 1
0 M>§
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Kolmiopulssi

e Fourier muunnetaan aikaderivaatta

ds(t)_m{H;T] Aﬂ{t;T] F{An(%j}=ATsinc(fT)
dt T |

‘F (s(t—7)} =e">*'*S(f)

T

d . i2fI . —i2f—
F{as(t)}:ATsmc(fT)e 2 — ATsinc(fT)e 2

=i2ATsinc( fT)sin( T)

e s(t):n Fourier-muunnos saadaan nyt integroimiskeinon

avulla {
F

)

t T 1
{L S(rl)d11.4.dr“](iZ’[f)HS(f)

S(f)=- 1 F{is(t)}= |2ATsmc.(fT)sm(fT) _ ATsin?(1T)
i2zft (dt i2zf
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Gaussin pulssi

« Gaussin pulssi

s(t) = Aexp[—n(%) ]

 Ratkaistaan derivaatta

%s(t) _ —A;{%j exp[—ﬂ' Gn _ —ZT—”f s(t) *)

14.11.2006 33

Gaussin pulssi

 Derivaatan Fourier-muunnos
F{%s(t)}:(iZm‘)S(f)

e Fourier-muunnoksen derivaatta saadaan laskettua
kayttamalld hyvaksi duaalisuutta |F{s()}=s(-f)

F{%s(t)}:ianS(f)

o F’l{j—f s(f)} =—i27tS(~1)

Ft {difs( f )} =—i27ts(-t) = —iZﬂT(t) =(—i2zt) AeXp[_ﬂ(%jZJ (**)

s(t) on parillinen

14.11.2006 34
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Gaussin pulssi

e Tarkastellaan lausekkeita

27t (t) (*)

d
—S(t)=——-5s
dt © T?

4] d .
F {d—fS(f)}:(—Qﬂt)s(t) (**)

e Havaitaan, etta

d 27t 1 . 1d
F {as(t)} =F {—T—Zs(t)}:n_—zF {(-i27t)s(t)} :iT—Zd—fS(f)

e Toisaalta

F{%s(t)}:iZﬂfS(f)

e Joten

1 d .
jJS(f):(IZﬂ'f)S(f) (***)

14.11.2006
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Gaussin pulssi

e Saatiin differentiaali yhtald S(f):n suhteen

1d . *hk
o S(N=(i2xf)s(f) (***)
d
—S(f)=-22TfS(f
= S(1)=-27T*fS(f)
_O8(F) _ 5 roggs Integroidaan molemmat puolet

S(f)
=InS(f)=-2T?f*+C  C=lIn(k) vakio
S(f)=exp(-zT?f?+C) =kexp(-zT*f?)

14.11.2006
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Gaussin pulssi

« Vakio k maaraytyy Rayleigh’n energia tereemasta

0 ©

[Is(f)f df = [|s] at

-0 —0
0

0 2
[ K? exp(-=T? £2)df = [ A exp[—ﬁ(%j ]dt

—0

—

ST s t=T2f, df :% Muuttujan vaihto

z k? exp[—ﬂ (t?)zjﬁ—tz = Z A? exp[—ﬁ Gﬂdt

|

=k=AT
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Gaussin pulssi
« Gaussin pulssi = Fourier-muunnos
2
s(t) = Aexp[—n[%) J S(f)=AT exp(-x(Tf )2)
Pulssin muoto sailyy
Fourier-muunnoksessa
T=0.1
14.11.2006 38
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Yksikkopulssi vs Gaussin pulssi

0.9

0.8

0.7

0.6
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Konvoluutio integraali
« Konvoluutio
y() ®X(t) = j y(2)x(t-7)dz
« Tulkinta
X(t) y(®)
X(t) peilataan y-akselin suhteen ja liutetaan y(t):n yli
14.11.2006 T ” 40
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Konvoluutio integraali
e Esimerkki:
X(t) y(t)
t -t
1-— 0<t<T e’ t20
— t) =
x®)=1" T . y() {0 (<0
0 muutoin
14.11.2006 42
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Konvoluutio integraali

t'T t T t t-7
! O =Jerde
=T£(t—1+e’t)
t-T t ¢ t
t—7
)= [ e"—d
ol
=T£(T ~1+eT)e D

14.11.2006 t-T t T 43

Konvoluutio integraali

y(t) ®x(t) = T y(@)x(t-7)dzr

0.4

0.35-
0.3
0.25
€> 0.2
0.15
0.1

0.05-

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Konvoluutio integraali

= Tarkastellaan kahta energia signaalia u(t) ja h(t), joiden
Fourier-muunnokset ovat U(f) ja H(f).

— Signaalien valinen konvoluutio on y(t):

y(t) = /O; h(r)u(t — 7)dr

— Signaalin y(t) Fourier muunnos

Y(f) = /_0:0 (/_O; h(r)u(t — T)dT) exp(—i2r ft)dt
Y(f) = /_°:O h(r) (/_OZO u(t —7) exp(—i27rft)dt) dr

Y(f) = /O; h(P)U(f) exp(—i % 2r f7)dr

Y(f)=H(HU)
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Kertolasku

= Tarkastellaan kahta energia signaalia u(t) ja h(t), joiden
Fourier-muunnokset ovat U(f) ja H(f).

— Signaalien tulo
y(t) =u(t)h(t)

— Signaalien tulon Fourier-muunnos:

F {U(t)h(t)} = T u(t)h(t)e "> "dt = T []2 U (¢)ei2”¢‘d¢] h(t)e "> "dt
Lu(,t)—,

_ Tuw)[ [ h(t)e‘2”<”’>‘dtjd¢= [U@H(T -y

—o0

H(f-9)
— Muunnos on konvoluutio integraali

FUON®) = [U@H (T -0)g

14.11.2006 46
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Katkaistu signaali

= Tarkastellaan signaalia s(t), jonka Fourier-muunnos on

S(f).

« Katkaistaan signaalista jakso (-T/2,T/2).
« Katkaistu signaali

y(t) =

H[Hs(t)

- Katkaistun signaalin Fourier-muunnos

Y(f)= T S(A)T sinc((f —¢)T )dg

on signaalin Fourier-muunnoksen ja sinc-funktion
konvoluutio.

14.11.2006
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Katkaistu sinisignaali

e Sinimuotoinen signaali
s(t)=cos(2zft) te[-w,00]

« Katkaistu signaali

y(t) =

14.11.2006

cos(2zft) |t STE

0 [>T
2

Js()

A

(o)

48

24



