Luento 5

= Diskreetti Fourier-muunnos
= Nopea Fourier-muunnos (FFT)
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Diskreetti Fourier muunnos (DFT)

e Tarkastellaan diskreettid sekvenssia {v,,Vv,,...,Vy_1 }
— Esim. Naytteistetty signaali v,=v(nT), T naytevali
= Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

N-1
V()= ve
n=0

e Kaanteismuunnos (IDFT)

N-1
v, == > V(k)e
N k=0

—i2z 2k
N

i27k
N
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DFT:n ominaisuuksia

e Parsevalin teoreema

N-1 2 1 N-1 2
Sl =SV
n=0 k=0

LSV ()
=—>»V(k)e N
N £

i2z Lk

Todistus
i\vn\z = Zvn*vn = iv (NZV (k)e'2”NkJ
AL WORCE A0
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DFT:n ominaisuuksia

e DFT on jaksollinen jakson pituus on N:

K+N N-1

V(k+N)= Zv ey

"2”"ZIV "2”7 _Zvne_i N =V (k)

Huomataan, etta
exp(—i2mn) = 1V¥n € N
joten V(N)=V(0) N

IVK)I

N=4
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DFT:n ominaisuuksia

e Jos {v,} on reaalinen, niin
N Ligr k) N
V(-k)=Yve N =V(k) Vv,
n=0
e Jaksollisuudesta seuraa
v[ﬁ—k}v*(ﬁw)
2 2
VED=VD) o
N <
l=k——, V(k+N)=V(k
2 ( )=V (k) %_, A@
o x
v(ﬁ—k):v‘(—ﬁ+kav‘(—ﬁ+k+Nj &
2 2 2
«(N :
= — A A A 4 !
V(5] et A 1
77 k
.
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DFT:n ominaisuuksia
- Tarkastellaan diskreettia jaksollista sekvenssia
v - Vv 2t Vh2 k=1
vn+N :Vn n k=1 n-l k=1 k=2
k=0 @ k=2 k:@ k2 0
. .. k=3 k=3 k=3
= Origon siirto
Fo Vo nl=V(K)e N
Todistus
N1 —|2;r£
FD {Vn—m} = Z:Vn—me
n=0
n'=n-m
Nm i My N o My My Zi2e Mk
= v.e N v.e N No=V(k)e M
Nim oty Jaksollisuudesta seuraa, ettd summa minka hyvansa N:n perattéisen
2" V0 navtteen yli antaa saman tuloksen.
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DFT:n ominaisuuksia

* Tarkastellaan summaa N:n elementin yli

v:n jaksollisuudesta seuraa Osoittimen jaksollisuudesta seuraa
Voo =V, =V, =V efiZIr%(kiN) _ e—|2/sz gtz _ efiZn%k
=1
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DFT:n ominaisuuksia

= Origon siirto

222

Fo {V(k-1)}=ve ™

Todistus
EHSHHS

+OGH
N
27—(k'+l
|7rN(+)

Fo {V(k=1)} = ZV(k—I) ST %Z (K)e

Nt 27k 27 i27

ZV(k) N N —ye N

k'=-I
DFT:n jaksollisuudesta seuraa, ett4d summa minkd hyvansa N:n perattaisen
naytteen yli antaa saman tuloksen.
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DFT

« Tarkastellan diskreetin pulssin DFT:ta

— Pulssi (N=4)
‘l“U_Hn
Ciortk cizelk i
4 te

V,=0,v, =1V, =1v,=0 Vi
T
Y=g 2 4™

— DFT
e S P
VK)=Yve N =e
n=0

~() ()

V(0)=2

V() =-i-1

V(2)=-1+1

V(3)=i-1
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Diskreetti konvoluutio

« Diskreetti jaksollinen konvoluutio (Circular
convolution)

N-1
yn = hn ® un = Z hmun—m
m=0

ja sen DFT
Y(K) = Fy {h, ®u,} = H(k)U (K)

e Diskreetti lineaarinen konvoluutio

yn = i hmun—m

Oletetaan, etta
h,=0, n<Ovn>N,-1

u,=0, n<Ovn>N, -1

161 Qolgvoluution pituus tulee olemaan N=N,+N -1
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Diskreetti konvoluutio

Maaritellaan kaksi yhta pitkda sekvenssia lisaamalla
nollia sekvenssien peradn
h _{h n=01..N, -1

0 n=N,,N,+L..,N, +N, -1
U - u, n=01..N,-1
10 n=N,,N,+1..,N, +N, -1
Jaksollinen konvoluutio:

Ny +N, -1

yn: Z ha,mua\,n—m
m=0

ja sen DFT:
Y (k) = H(k)U (k)
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Diskreetti konvoluutio

Tarkastellaan signaaleita (Naytevali T=1)
— {h(nT)}={1,1,1} N,=3

— {fu(nm3}={1,1,1,1} N,=4
Augmentoidut signaalit

— {h(nT)}={1,1,1,0,0,0} N, +N_,-1=6

— {u(nm)}={1,1,1,1,0,0} N, +N,-1=6
Konvoluutio

Np+N, -1

yn: Z ha,mua,n—m
m=0

16.11.2006
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EsimerkkKi

h=[1 1 1]; , N s
u=[1 1 1 1]; 2 // \\\ o )
ha=[h zeros(1,length(u)-1)]; 2 ¢/ Yo
ua=[u zeros(1l,length(h)-1)1; s // \\
H=fft (ha) ; w{”%”&”w
U=fft (ua) ; N N

Y=H.*U ”
y=1ifft (Y) R mr

plot (0:5,y,'o:',0:5,ha, 'x:',0:5,ua, 'd:")
legend('y', 'h','u',1)

TAI

y=conv (h,u) ;
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Nopea Fourier-muunnos (FFT)

e Kayttaen DFT:n maaritelmaa k=0,1,2,...,N-1
harmonisen laskemiseen tarvitaan N2 kompleksia
kertolaskuoperaatiota ja N(N-1) kompleksia
yhteenlaskuoperaatiota

N oMy
VK)=Dve N
n=0

Jos N on suuri, on DFT:n laskeminen laskennallisesti
raskasta.

< DFT:n laskeminen sisaltda redundantteja operaatioita,
joten laskentaa sopivasti jarjestamalla voidaan
laskentakuormaa pienentaa. Tahan perustuu nopea
Fourier-muunnos (FFT, Fast Fourier Transform)
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Nopea Fourier-muunnos (FFT)

e MaAaaritellaan

—127
Wy = ex ( >
N P N

e Osoittautuu, etta

o —i2m )\ S
W5 = exp ( N 2> = exp —227TE = Wy/2
2

i = o[ ()

—i27 N
= exp|——%k)exp|—i2n——
p( N > p( ’ ”Nz)
= ex (_ka)
= p N

_ k
- T ''N
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Nopea Fourier-muunnos (FFT)

L J N=8
—i27zi
W, =e N
N=8 Im
5 WS)G 7
(W, )
(Wg)4 {Ws)o Re
W, o)
( ] Wg)z
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Nopea Fourier-muunnos (FFT)

= Operaattorin W, avulla DFT-voidaan kirjoittaa muotoon

N-1
V (k) =D v W
n=0

e Oletetaan, etta N on pariton kokonaisluku

N-1

2
V (k) = ZVZHWNan +
n=0

=4

-1

(2n+1)k
V2n+lWN

|

I
o

n

Parillinen Pariton
sekvenssi sekvenssi
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Nopea Fourier-muunnos (FFT)

< Nyt DFT voidaan kirjoittaa muotoon

[ N
2 2
k k k
V(k) = ZVZnWEn + WN Zv2n+ Wl\rl1
n=0 2 n=0

2

(N-1)/2 point DFT (N-1)/2 point DFT
= Joten, voimme ratkaista N pisteen DFT:n lakemalla
kaksi N/2 pisteen DFT:ta ja summaamalla tulokset

« Termi W,," tarvitsee laskea vain kerran ja sitd voidaan
kayttda seka parillisten etta parittomien symbolien
DFT:ssa.

= Samalla tavalla N/2 pisteen DFT voidaan jakaa edelleen
kahdeksi N/4 pisteen DFT:ksi, jotka puolestaan voidaan
jakaa N/8 DFT:ksi jne.
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Nopea Fourier-muunnos (FFT)

« N=8 pisteen sekvenssi

{v(nT),n=0,1,..7,} = {vo,v1,v2, 43, V4, Vs, Vev7 }
{vo, v2,v4,v6} {v1,v3, v5,v7}
{vo,va}  {v2,v6} {vi,vs} {vz,v7}

vQ v4 V2 Ve V1 vs U3 v7

= N=8 pisteen DFT
V (k) =V, (k) =V, (K) +Wy'V, (k)

Vll(k) :V21(k) +W4kV22 (k) V12 (k) =V. 3(k) +W4kV24(k)
V, (K) = Vo +W,V, V,, (K) =V, +W'vg V,, (K) =V, + WAV, Vy(K) =V, + W,V

16.11.2006 19

Nopea Fourier-muunnos (FFT)

< Ensimmainen vaihe 8 pisteen DFT:sta
Vi, (0) =V, +W20V4 =Vo+V, Vyu)=V, +W21V4 =Vo =V,

V,,(0)=v, +W20V6 =V, +Vg V(D =V, +W21V6 =V, Vs
V,,(0)=v, + WYV, =V, +V, V(D) =V, +W,v, =V, -V,

Va 0)= Vs +W20V7 =V 4V, Yy, = Vs +W21V7 =V;—V;

-1 n=13,..
1 n=02,..

W," = exp(~izn) ={

— Perhosoperaattori (butterfly operator)

o vo +vgq = V21(0)
\./
v4 PN vg — va = V21(1)

16.11.2006 20

10



Nopea Fourier-muunnos (FFT)

= Perhosoperaattorin avulla

UO\ /V21 (O) Vzl(o) =V, +W20V4 =Vot+V, V21(1) =V +W21V4 =Vo—Vy
/.\ 1 Vi (0)=V, +W20Vs =V, +V; Vyu(D) =V, +W21Vs =V, — Vs
v4 V2 1 ( ) Vs (0) =V, +W20V5 =+, V() =v, +W21V5 =Vi—Vs
Vi (0) =V, + WAV, =V, +V, Vo, (D) =V, +W,v, = v, —v,
v V22(0)
@
V6" \Vpa(1)

VN /V23(0)
Us/.\V23(1)

U3 _V24(0)
16.11.2006 vy \V24( 1)
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Nopea Fourier-muunnos (FFT)

« Toinen vaihe 8 pisteen DFT:sta

V11 (O) = V21 (0) +W40V22 (0) = V21 (O) +V22 (O)

Viu @ =V, @ +W4]V22 = A @+ e_igvzz (OE Vo - inz @

V,,(2) =V, (2) + WAV, (2) =V, (2) + 677V, (2) =V, (2) —V,,(2) =V, (0) -V, (0)
Huomataan, etta V,;(k) on 2 pisteen DFT, joten V2i(k+2)/£V2i(k)

37

V,;(3)=V,,(3) +W43\/22 3)=V,,(3)+ e_ITV22 3)=V,, (D) +iV,, (l)/
— Koska W@ =1 and W2 = Wy, niin
V,;(0)=V,,(0) +W80\/22 (0)
V,,(2) =V,,(0) -WV,, (0)
V, (D) =V, () +WV,, (1)

16.11.2006 V11 (3) =V2 (1) ~W5V, (1) 22
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Nopea Fourier-muunnos (FFT)

= Toinen vaihe 8 pisteen DFT:sta
UO\. /V21 (0) V11 (0) =V, (0) +W80V22 (0)
V4 e \V21(1 0 Vi, (@) =V, (D) +W82V22 @
g
v V11 2 =V21 0 _Wsovzz 0
2\./‘/22(0) b (2) =V, (0) ©)

V6 / \VQQ (1 )/W§ Vll (3) = V21 (1) —Wgzvzz (1)
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Nopea Fourier-muunnos (FFT)

« Kolmas vaihe 8 pisteen DFT:sta
Vl(k) :V11(k) ""Wskvlz (k)

V;(0) =V,,(0) +W8°V12 ©

V(1) =V, @) +W81\/12 @

V,(2) =V (2) + WV, (2)

V;(3) =V, (3) +W83\/12 3)

V,(4) =V, (0) —W8°\/12 0)

V,(5) =Viu () ~WV,, () w2 = —wk
V,(6) =V, (2) ~WV,, 2) V(k+ N) = V(k)
V() =V,(3) —W83\/12 3)

16.11.2006 24
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Nopea Fourier-muunnos (FFT)

« 8 pisteen nopea Fourier-muunnos

UO\ /V21(0) 11(0) Vl(o)
va " V(1 00 Vn(l) vi(1)
o Vi (2) Vi(2)

N /V22<°5 )
UG/ \V22(1)/ 8 \"A (3\ . V1(3)

VN /V23(0)\ (0) Vi(4)
/ N V1(5)
vs Voz(1 >< (

B /V24(0)>>\ Vi, (2) / \Vl(G)

’07/ \V24 (1 )/WQ V12 (3) V1 (7)
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Nopea Fourier-muunnos (FFT)

= Laskennallinen kompleksisuus:
— DFT: O(N?)
— FFT: O(Nlog(N))

16.11.2006 26
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Fourier-muunnoksen numeerinen approksimointi

e Fourier-muunnos
V(f) = F{v(t)} = /Ooo v(t) exp (—i27 ft) dt

« Tarkastellaan signaali, joka on maaritelty valille [0,T,]

N-1
V(f) = lim Z v(nT) exp (—i2r fnT) T
-0 n=0
missa N=T,/T
* Fourier-muunosta voidaan siis approksimoida DFT:ll&:
k Dy

N-1 N-1 .
- —i2zft _ _ _ —i2r
V() ~THEZOV(nT)e =TV, (k), f =NT V, (k) = nzzolv(n-r)e N

(Euler integral)

16.11.2006 27

Fourier-muunnoksen numeerinen approksimointi

e Poissonin summakaava

V(=T 3 v(nT)e " = iv(f —%)

n=—x

Jos alkuperaisen signaali sisaltdd Nyquistin
rajataajutta (1/2 1/T) suurempia taajuuksia,
tapahtuu naytteenotossa laskostumista. Taméa
vaaristad approksimoitua spektria.

: B>t Ve[
T V()] 2T ‘
‘B B
16.11.2006 28
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Ikkunointi ja vuotoilmio

« Signaalin katkaisu

v Alkuperéinen signaali

~

le

Tarkasteluvali
v(®)
Katkaistu signaali
Va 3 r- >
7 P
z ¢

N

Tarkasteluvali DFT-nékee katkaistun signaalin

16.11.2006

periodisena. Jos padtepisteiden valilla on suuria eroja

syntyy naytteistettyyn signaaliin korkeita taajuuksia
29

Ikkunointi ja vuotoilmio

= Suorakaiteenmuotoisen aikaikkunan kayttd aiheuttaa
DFT:n nakeméaan jaksolliseen signaaliin
epdjatkuvuuskohtia, joita selittamaén Fourier-sarjassa
tarvittaisiin korkeita taajuuksia.

e Suorakaide pulssilla katkaistun signaalin FFT voi tasta
johtuen erota suurestikin vastaavan jatkuvan signaalin
Fourier-muunnoksesta.

* Suorakaidemuotoisten ikkunoiden sijaan, kaytetaan
usein ikkunoita, jotka pienentavat tarkasteluvalin alku
ja loppupaéan naytteiden arvoja.

16.11.2006
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Ikkunointi ja vuotoilmio

= Erilaisia ikkunoita on méaaritelty useita:

1 T T T T T T
’ Blackman-Harris
0.9 Hamming 7
Gaussian
08 Hann 1
0.7 B
0.6 B
0.5 B
0.4} B
0.3 B
0.2F \ 1
o1 .~/ AN
0 L L L L L -
10 20 30 40 50 60
16.11.2006 31

Hamming ikkuna aika ja taajuustasossa

N=65;w=hamming(N);wvtool(w)

Time domain Frequency domain
o
g Z
5 o
= 5 -
Z 5
8
= -
Normalized Frequency (xx rad/sample)
16.11.2006 32
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EsimerkkKi

s(t)

s(t)

= Kaosinisignaalin spektritiheys

1

T=0.05N=102

Signal
Hamming window

4

(S]]
-

0 1 2 3 4 5
t

4

2 0 2

Frequency (Hz)

6 8 10

Ikkunointi vahentéa spektrien laskottumisesta johtuvaa

virhetta.

16.11.2006
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Fourier-muunnoksen numeerinen approksimointi

 Taajuusalue

— Naytteenoton jalkeen signaali siséltad taajuuksia
Nyquistin rajataajuuteen saakka

Nyquist taajuus

C-komponentti

N=3
| .|
D 1 2 3 4
16.11.2006 0 f\/2 £fy—f/20

f (Hz)
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Fourier-muunnoksen numeerinen approksimointi

e Taajuusresoluutio: FFT:n laskemat harmoniset

taajuudet ovat
k
= k=0,1,2,---N—1
f Nf57
fs  Naytteenottotaajuus

1 . :
~ /¢ Taajuusresoluutio

e Zero padding: Lisadmalla nollia sekvenssin peraan
saadaan taajuusresoluutiota kasvatettua. Talléin FFT

interpoloi vélitaajuuksia alkuperaisen DFT:n
maarittamien taajuuksien valiin.

— Jos lisatdadn N, nollaa, niin taajuusresoluutioksi tulee

1 1
1 Js < fs
N + Ng N
16.11.2006 35

Fourier-muunnos ja DFT Gaussin pulssista
10! —F= — ¥ —%— =
102 N 2(5 | 4“-::’ ] \-.““;-— ’_:

v B
103 \‘c r'd il w7
N=14 - / 20

10—4 AN

P \\ B 1 B ™~ .
10 N 7
1076 Nrlls

/4
1w’ X
]

108 \ '
107 N=1s,
10710 \ L

11 \\ i
10 Y
1012 k4 )
1013 i

0 2 = I3 8 0 12 14 16
K=3831B
16.11.2006 36

18



EsimerkkKi

« Tarkastellaan pulssia
1 0<t<1
v(t) =
® {O otherwise —:|—>

e Valitaan naytevali T=0.1
{v(nT),n=0,1,2,...,9}=4{1,1,1,1,1,1,1,1,1,1}

= Naytteenottotaajuus f,=10 Hz ja Nyquistin rajataajuus
fy=5 Hz.

= Taajuusvaliksi tulee N=10 naytteella
1/N*f, =1/10* 10 Hz=1 Hz

16.11.2006 37
Esimerkki
e FFT loytaa vain pulssin DC-komponentin
k=5: fy=5Hz
0.9
0.8+
0.7+
0.6
Ng 0.5} ‘
- 0.4+ §
03f
0.2+ i
0.1 1
00 1 é 3 4 %’; 6 % 8
k
16.11.2006 Taajuusvali = 10Hz/10=1 Hz 38
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EsimerkkKi

* Lisataan 90 nollaa sekvenssin peraan

VKPR

16.11.2006

4

0.9r

0.8+

0.7

0.6

0.4+

0.3+

0.2+

0.1+

0

0.5¢

0

Taajuusvali = 10Hz/100=0.1 Hz

39

Example

< Taajuuden funktiona saadaan

V)2

16.11.2006

1

0.9+

0.8+

0.7+

0.6

0.5+

0.4+

0.3+

0.2+

0.1+

40
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EsimerkkKi

« Koska pulssi sisélsi myos Nyquistin rajataajutta
suurempia taajuuskomponentteja tapahtuu
laskostumista

Error

f(Hz)
16.11.2006
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EsimerkkKi

tau=1; %Pulse width

T=0.1; %Samp interval
f_s=1/T; %Sampling frequency
f_N=1/2*F_s; %Nyqyist frequency
df=f_s/N; %Frequency spacing
N=tau/T; S%Number of samples
v=ones(N,1);  %Sampled signal
V=TFFE(V); SApproximate continuous Fourier transform
%Plot spectrum density

figure(l)
plot(0:(N-1),abs(V)."2,"*-")

xlabel ("k™)

ylabel (" [V(K)|"27)

%Zero paddign
Nz=90;
z=zeros(Nz,1):
Na=N+Nz;
va=[v; z]:%Zero padding
VasT*fft(va):

Figure(2)

plot(0: (Na-1) . abs(Va) .A2, **-*)
xlabel (k"

ylabel (* [V(k) | °2)

“%Frequency axis

dfa=f_s/Na; %frequency spacing after zero padding
f=-f_N:dfa: (f_N-dfa);

Figure(3)

plot(f,abs(fftshift(va))."2, *-")

xlabel (" (Hz)")

ylabel (" [V(K)|~27)

#Effect of aliasing
Figure(4)

plot(f,abs(Fftshift(va)). 2-sinc(f*). 2, r")
xlabel ("f (Hz)")

ylabel ("Error™)

16.11.2006
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